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1. ECUATII DIFERENTIALE

Studiul ecuatiilor diferentiale formeaza obiectul unui capitol foarte important al
matematicii, atat datoritd rezultatelor teoretice deosebit de interesante cat si pentru ca ele au
nenumarate aplicatii in cele mai diverse domenii.

Ceea ce deosebeste o ecuatie diferentiald de o ecuatie algebricd este faptul ca
necunoscuta ne este un numar ci o functie care satisface o anumia egalitate si care trebuie
determinate.

Multe fenomene sunt descrise cu ajutorul ecuatiilor diferentiale obtinute prin
metoda cunoscutd sub numele de “metoda diferentialelor. Aceasta consta in inlocuirea unor
relatii ce apar intre cresterile infinit de mici ale unor cantitati (care variaza in timp) prin
relatii intre diferentialele (derivatele) lor.

Spre exemplu viteza instantanee v(to) de deplasare a unui mobil care la momentul

t a parcurs distanta s(¢) este V(to)=lims(t2_:(t°)
t—1, -1

corpului la momentul ¢, este a(to):ﬁm—v(tz_:(to)
t—1y — 0

=5'(t,). La randul sdu acceleratia

=v'(¢,) =s"(¢) . In relatiile ce descriu

miscarea viteza se va considera v(¢)=s'(¢) si a(¢)=v'(¢).

Exemplu : Miscarea unui corp sub actiunea greutitii sale si intimpinand o
rezistenta a aerului proportionala cu viteza sa (acest caz corespunde vitezelor mici)
poate fi descrisa cu ajutorul unei ecuatii diferentiale.

Se noteaza v(t) viteza instantanee a corpului la momentul de timp > 0. Rezistenta

aerului va fi R(¢)=kv(z). Legea fundamentald a mecanicii (¥ =ma ) conduce la relatia
mg — kv(t) = mv'(t)
care reprezintd o ecuatie diferentiald cu necunoscuta v = v(t) . Pentru a determina viteza

instantanee a corpului trebuie rezolvata aceasta ecuatie.

Problema fundamentala a teoriei ecuatiilor (in general) este determinarea solutiilor
lor sau aproximarea lor daca determinarea analiticd nu este posibila.

Teoria ecuatiilor diferentiale are mai multe ramuri:
- teoria cantitativa se ocupa de rezolvarea analitica a ecuatiilor. Sunt precizate tipurile de
ecuatii §i tehnicile de rezolvare a lor.
- teoria calitativa incearca sa deduca proprietatile solutiilor, chiar daca expresia lor
analitica nu poate fi cunoscuta
- metodele numerice sunt tehnici prin care valorile solutiilor ecuatiei sunt approximate
numeric.

Scopul acestui capitol este prezentare celor mai importante elemente ale teoriei
cantitative a ecuatiilor diferentiale.

1.1 Consideratii generale

Definitia 1 Se numeste ecuatie diferentiald o ecuatie in care intervine o variabild reald
independentd x, o functie necunoscutd y = y(x) depinzand de acea variabila si derivatele ei



yoy" " adicd o egalitate de forma F(x,y(x),y'(x),...,y(")(x))=0
(D

unde F:Dc R"™ — R este o functie continua.
Daca derivata de ordin maxim care apare in ecuatie este y(”) spunem ca ecuatia are ordinul

n.

Definitia 2 Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (1) pe intervalul / < R orice functie
¢:1 >R, derivabild de n ori pe I, care verifica ecuatia, adica pentru orice xe [ are loc

egalitatea F(x,¢(x),¢'(x),...,¢(”) (x)) =0.

* Solutia generala a ecuatiei (1) este solutia care depinde de »n constante arbitrare
(exact attea cat este ordinul ecuatiei), adici este de forma y=¢(x,C,,C,.....C,).
Aceasta este forma explicitd a solutiei pentru ca se precizeaza modul in care functia
necunoscutd y depinde de variabila independenta x

Uneori solutia generala este prezentatd in forma implicitd (integrala generala a ecuatiei)

Q(x,»,C,....C,)=0.

Solutia generala se poate obtine si sub forma parametrica :

x=f(sC....C,), y=g(t.C,.....C,)

* Orice solutie care se obtine din solutia generald pentru anumite valori particulare
ale constantelor se numeste solutie particulara.

* Solutiile ecuatiei care nu se pot obtine prin acest procedeu din solutia generald se
numesc solutii singulare.

y(xo)=y0,y'(x0)=yl,...,y(" Y ('xo):yn—l (2)
Problema determindrii unei solutii a ecuatiei (1) care sa satisfaca conditiile initiale
(2) se numeste problema Cauchy.
Solutia unei probleme Cauchy (1)+(2) se obtine impunand conditiile initiale (2)
solutiei generale a ecuatiei (1)

Exemple
1. y'=3x" este o ecuatie diferentiald de ordinul I.

Solutia sa generald este y:R —R, y(x)=x’+C.Ea depinde de o singurd constanta.
y(x)=x*+1, y(x)=x* -2 sunt solutii particulare ale ecuatiei pentru c au fost obtinute

din solutia generald pentru C=1, respectiv C=-2. Existd o infinitate de solutii
particulare
ale ecuatiei.

2. y'=4/1-y* este o ecuatie diferentiald de ordinul I.

Functia y: {C -~ % C+ %} — R, y(x)=sin(x—C) reprezinta solutia generald a ecuatiei.



y:{—%,%} —R, y(x)=sinx este solutie particulard (obtinutd din solutia generald pentru
C=0)

y:[0,7] >R, y(x)=sin(x—%}=—cosx este solutie particulard (obtinutd din solutia

generalad pentru C = %)

Alte solutii particulare se pot obtine in acelasi mod, pentru fiecare domeniul de definitie
fiind altul.
Ecuatia admite solutiile singulare y,: R —> R, y;(x) =1 §i y,:R—> R, y,(x)=-1.

3. y(s) -2 y(4) + y(3 )2 y(z) =0 este o ecuatie diferentiald de ordinul 5.
Solutia sa generald este y:R —> R, y(x)=C, +C,x+Cye™ +C, cosx +Cssinx.

y(x)=x, y(x)=3-sinx sunt exemple de solutii particulare.

y]V _4y'" +5yvv_4yl+4:0
y(0)=5, y'(0)=2, y"(0) =3, y"(0)=24

are solutia y(x)=2xe™ +5cosx. Aceastd solutie se obtine din solutia generald a ecuatiei

4. Problema Cauchy {

diferentiale, anume y(x)=C,e™ +C,xe’* +C;cosx+C,sinx determinind constantele din

y(0)=C +Cy=5 C, =0

. "0)=2C,+C,+(C, =2 . C. =2

sistemul r(0)=26+G +C, cu solutia { *
»"(0)=4C, +4C, - C; =3 G, =5
y"(0)=8C, +12C, - C, =24 C, =0

O problema importanta in teoria ecuatiilor diferentiale este determinarea solutiei generale a
unei ecuatii diferentiale date. Acest lucru este posibil numai pentru un numar restrans de
ecuatii. Unele din aceste cazuri sunt prezentate in cele ce urmeaza.

1.2. Ecuatii diferentiale de ordinul I

Ecuatiile de ordinul I au forma F(x,y,»')=0. Cel mai adesea ele sunt scrise in

forma explicitd . Solutia lor generald depinde de o singura constanta.
Nu orice ecuatie diferentiald de ordinul I poate fi rezolvata analitic.
Din punctul de vedere al rezolvarii exista doua categorii importante de ecuatii :

- ecuatii fundamentale (ecuatiile cu variabile separabile, ecuatiile liniare, ecuatii cu
diferentiale totale)

- ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale (ecuatii omogene si reductibile la ecuatii

omogene, ecuatii care admit factor integrant, ecuatii de tip Bernoulli, de tip Riccati, de tip

Lagrange, de tip Clairaut etc)



Este foarte importantd cunoasterea algoritmului de rezolvare a ecuatiilor
fundamentale si metodele de reducere a celorlalte ecuatii la ecuatiile fundamentale.

1.2.1. Ecuatii cu variabile separabile
Forma generald a ecuatiei este

y'=f(x)g(») 3)

unde f,g:7— R sunt functii date, continue pe domeniul de definitie.
Solutiile ecuatiei g(y)=0 sunt solutii, de obicei singulare, ale ecuatiei (3).
Daca g ( y) #0 rezolvarea consta in separarea variabilelor urmata de integrare.
Metoda de rezolvare:

se rezolva ecuatia g(») =0 cu solutiile y;,y,,...

se scriu solutiile singulare ale ecuatiei : y(x)=y, »(x)=,, .. ¥(x) =y .

dy

se scrie integrala generald a ecuatiei : j ( )
g\

=I f(x)dx+C. Se obtine astfel forma

implicita a solutiei.

din integrala generald se calculeaza (daca este posibil) ysi se obtine forma explicitd a
solutiei

Solutia perticulard a ecuatiei (3) care indeplineste conditia initiald y(x,) =y, este datd de

y X
J'_g‘i ] = J' £ (t)dt sau se obtine din solutia explicita.
Yo *o

O forma particulard a ecuatiei cu variabile separabile este y'=f (x) Solutia generala a

acestei ecuatii este y(x)= j f(x)dx

Exemple : Sa se rezolve
1. y'=x"+sinx (ecuatie cu variabile separabile)

3
Solutia generald este y(x)= I (x2 +sin x)dx = % —cosx+C

2. y'= zx " (ecuatie cu variabile separabile)
x° +
. X 1
Solutia generala este = de=—In(x*+1)+C
1a g »(x) sz_'_lx B (x )
3. y'= 2 (ecuatie cu variabile separabile)
X

In acest caz f(x):—i si g(y)=y, deci ecuatia g(y)=0Oare solutia y=0 si functia

y:R—{0} > R, y(x) =0 este solutie singulard a ecuatiei.

Dacd y #0 ecuatia devine y__1 si integrala ei generala este J-@ = I—l dx .
X

Y y x



notatie
Rezulta ln|y\:1nl +C = lnl +1nC:lnCl , adica y=£
X X X X
. o . . . C
Solutia generald a ecuatiei este deci y:R—{0} >R, y(x)=—
X

1.2.2. Ecuatii liniare
Forma generala a ecuatiei liniare este

y'=P(x)-y+0(x) 4
unde P,Q:1 — R sunt functii date, continue pe domeniul de definitie.
Aceasta ecuatie se rezolva prin metoda variatiei constantei.

Metoda de rezolvare
- se rezolva ecuatia omogena y'=P(x)- y care este o ecuatie cu variabile separabile si se

obtine solutia nenuld y =C- f(x).

- Se considerd constanta C ca fiind functie de x, adica se scrie y(x)=C(x)- f(x)

- Se calculeazd y'(x)=C'(x) f(x)+C(x) f'(x) si se introduce in ecuatia (4). Termenii care
contin pe C(x)se reduc si se obtine o ecuatie mai simpla de forma C'(x)=g(x).

- serezolva ecuatia C'(x)=g(x) si se obtine solutia C(x)= J.g(x)dx +K

- se introduce expresia lui C(x) in y(x)=C(x)f(x) si se obtine forma explicitd a solutiei
ecuatiei (4).

Observatie : Forma explicitd a solutiei ecuatiei (4) este

j.P(z)dt
P

x s
exojP(t)dt oo

y(x)=| &+ ]| 0(s)

Xo
Aceasta expresie se obtine folosind algoritmul anterior dar e dificil de memorat si de aceea se
recomanda folosirea algoritmului pentru rezolvarea fiecarei ecuatii.

y'=y-ctgx+2x-sinx
y(7z/2)=a

Functia ctgx nu este definitd in punctele nz, ne N . Din cauza conditiei initiale se va cauta

Exemplu : Sa se rezolve problema Cauchy { (ecuatie liniard)

solutia generald a ecuatiei pe intervalul (0.7).

Ecuatia omogend y'=y-ctgx are integrala generala J-ﬂ = Cf)ﬂdx .
y sin x

Rezultd In|y|=In|sinx|+C, =In(C|sinx|) care dd solutia y(x)=Csinx
Se aplica variatia constantei, adica se considerd y(x)=C(x)sinx.

Introducénd y'(x)=C'(x)sinx+C(x)cosx in ecuatia neomogena obtinem

C'(x)sinx +C(x)cosx =C(x)sinx €Y 4 2xsinx . Termenii continand factorul C(x) se reduc
Sin x

si se obtine ecuatia C'(x)=2x cu solutia C(x)=x"+XK.



Introducand aceasta expresie in forma lui y(x) obtinem solutia generald a ecuatiei, anume

y: (072') —R, y(x) = (x2 +K)sinx unde K € R este o constanta arbitrara.

2 2
Din conditia y(7/2)=a rezultd [% + KJsin(%j =a, adicd K=a —% . Deci solutia
72,2
problemei Cauchy este y:(0,7) >R, y(x)= (xz +a —TJ sinx.

1.2.3. Ecuatii cu diferentiale totale
Forma generald a ecuatiei este

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (5)
3 - . s . oP _ a0
unde P,Q sunt functii date, de clasd C° pe domeniul D < R” si satisfac relatia Foe
24 X
Rezolvarea ecuatiei se bazeaza pe faptul ca exista functii de forma

U(5r)= [ Py + [ 0(wt)a

astfel incat dU, = P(x,y)dx+Q(x,y)dy . Solutia ecuatiei (5) va fi datd in forma explicita

X,y
de relatia U(x,y)=C.
Metoda de rezolvare

- se identificd in ecuatie P(x,y)si O(x,y) si se verificd egalitatea Z—P = 2—Q
X

Y
- se determina functia U
- se scrie solutia ecuatiei sub forma implicitd U (x,y)=0. Daci este posibil, din aceastd
egalitate se afld y in functie de x si se obtine forma explicita a solutiei.

Exemplu : S se determine solutia generald a ecuatiei (x +y +1)dx + (x —y*+ 3)dy =0.

In acest caz P(x,y)=x+y+1si O(x,y)=x—-»"+3 si Z_izz_f:
x y X y xz 3
U(X,J’):IP(t,O)dt+jQ(x,t)dt:I(t+1)dt+j(x—t2+3)dt:7+x+xy—y?+3y,
0 0 0 0

Solutia generala a ecuatiei este data sub forma implicita de relatia
2 3
X y
—+x+3y+xy——=0C.
2 yTRTS

Aceasta ecuatie nu poate fi rezolvata analitic in raport cu necunoscuta y, deci nu se poate
preciza forma explicita a solutiei.

1.2.4. Ecuatii reductibile la ecuatii fundamentale

Numele Forma Metoda de reducere la ecuatii fundamentale
Ecuatiei generald

Omogend | y'=f(y/x)

(=)

X

Prin schimbarea de variabila z se obtine




o ecuatie cu variabile separabile |

Reductibila
la

ecuatie
omogena

ves|

a'x+b'y+

ax+by+c
cV

-dacd a/a'#b/b' se rezolva sistemul

ax+by+c=0

de ecuagii{ care are solutia (x,,,)

a'x+b'y+c'=0

Prin schimbarea de variabile x=u +x,, y=v+y,
se obtine o ecuatie omogena cu variabila independent
¢ si functia necunoscutd v.
-dacda/a'=b/b' se foloseste substitutia z =ax + by
si ecuatia se transforma intr-o ecuatie cu variabil
separabile

Ecuatii ce
admit facto
integrant

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0

oP

cu —#—
0.

oy
care

H(x,y)
al.

oy

o0
X

exista

0

L (uP) = (uo)

X

dar pentru

factoru

Dacd factorul integrant 4(x,y)poate fi determinat

atunci ecuatia  4(x,y)P(x,y)dx+ pu(x,y)0(x,y)=(

este o ecuatie cu diferentiala totala

- daca (oP/dy—-0Q/ox)/Q depinde doar de x atung

OP/oy—0Q/0ox
0

- dacd (6Q/ox-oP/oy)/P depinde doar de )

80/ dx — 0P/ dy
P

p=p(x) satisface ec. p'=pu

atunci p=u(y) satisface ec. u'=p

Bernoulli

y'=P(x)-y+0(x) »*

Prin schimbarea de functie z=)""“ se obtine

ecuatie liniard. Solutia ecuatiei initiale este y =z

Riccati

y'+P(x)-y* +0(x)-y+

+R (x) =0

Aceste ecuatii se pot rezolva numai daca se cunoast
macar o solutie particulara a lor :
- dacd se cunoaste o solutic y(x), pri
transformarea y =y, +1/z se obtine o ecuatie liniar
si neomogena
- daca se cunosc doud solutii y;s1 y,, pri]
YN
Y=>W

schimbare de functie z = se obtine o ecuati

liniard si omogena.

- daca se cunosc trei solutii y;,y,,y; atucni soluti
se obtine direct din relatia

YN BN e

Y=Va2 V3=

Lagrange

y=x-A(y)+B(y)

unde A(y") =y

Se deriveaza ecuatia si se noteazd y'=p.
Se obtine o ecuatie liniaracu functia necunoscutd x §
variabila independenta p.

Aceasta ecuatie are solutia de forma

x=x(p) iar solutia generald a ec. Lagrange se da 1y




X=X (p)

y=x(p)4(p)+B(p)

Clairaut y=xy'+B()") Solutia generald este y(x)=Cx+B(C).

Ecuatia admite si solutia (parametricd) singular
{x = —B'(p)

y=-B'(p)p+B(p)

forma parametrica {

Exemple : Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii :

Loxy'—y=qx’+y° (ecuatie omogend)
; : Yy y ? . . y(x)
Pentru x#0 ecuatia se scrie y'==+,/1+| = | . Cu schimbarea de variabild z(x)= ,
X X X

adicd y(x)=x-z(x), ecuatia devine z(x)+xz'(x)=z(x)+/1+2z*(x), care este o ecuatie cu

.l . 1 ~ . .
variabile separabile, anume z'(x) =—+/1+z*. Integrala generald a ecuatiei este
X

j d =jldx, adica ln(z+\/1+zz)=ln|x|+C1=1n(C|x|). Rezultd z++1+z2 =Cx deci
X

1+2°
solutia generald a ecuatiei este

y' 7 20 x|
2. (2x+3y-1)—(x-»y-3)y'=0  (ecuatie reductibild la ecuatic omogena)
. . +3y— . 2x+3y—-1=0 . .. x=2
Ecuatia se scrie sub forma y' =M. Sistemul 7 are solutia unica .
x—y-3 x—y—-1=0 y=-1

oo | XFut2 . . ~ .
Se face substitutia { | sise obtine ecuatia omogena (2u +3v)+(v—u)v'=0 cu functia
y=v-—

~ n v ¢~ . . . .
necunoscutd v . Notand z =—, adicd v =zu ecuatia se reduce la ecuatia cu variabile
u

: 1 22 +2z+2 « . .
separabile z' =2 TeETe Integrala generald a acestei ecuatii este j

u 1-z 2

I_—ZdZ:J-ldu
z°+2z+2 u
1n(z2+2z+2)

Calculand cele doud integrale obtinem —2arctg(z+1)=lnu+C.

y+1
x—2

A ~ A% . . ~ ~ - - e~
Tinand cont cd z=—= se obtine solutia generald sub forma implicita
u

ln((y+1)2 +2(x—2)(y +1) +2(x—2)2)—4arctgLy2_1 =0.
Y
Forma explicita a solutiei nu se poate determina.

3. (4x+6y+4)-3(6x+9y—-2)y'=0 (ecuatie reductibild la ecuatie omogena)

10




. . 4x+6y+4 4 .
Ecuatia se scrie sub forma y'= _Ax+oy+d Deoarece & =— = L2 se va folosi
3(6x+9y-2) a'" 18 b' 27
o . - ~ '— . . '— + _—
substitutia 2x+3y=z.Din y = z-2x rezulta y' :ZTZ . Ecuatia devine =2, 52 2 adica
-

z'= . Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile care se poate scrie sub forma

3z-2

o . .. . 1 A
Integrala generala a acestei ecuatii conduce la relatia %z —Zlnz =x+C . Tinand cont de
expresia lui z se obtine solutia generala a ecuatiei initiale, solutie scrisd sub forma implicita :
3(2x+3y)-In(2x+3y)" -8x=C
4 . : :
4, y'=—y+ x\/; (ecuatie de tip Bernoulli)
X

1/2

In acest caz a =1/2. Se foloseste substitutia z=y'"? = "> Rezultd y=z>§i y'=2-z-z'.

. . 4 - 4
Ecuatia devine 2-z-z'=—z* +xz adicd z(zz'——z —xj =0.
X X
Din solutia z =0 rezulta solutia singlard y =0.

. C e 2 . 1
Ecuatia liniard z'=Zz +§ are solutia z(x)= (Elnx +K J x> care conduce la
X

2
y(x) =(%lnx+Kj -t
3. (4x +3y+3 yz)dx + (2xy + x) dy =0 (ecuatie ce admite factor integrant)
In acest caz P(x,y) =4x+3y+3y” si Q(x,y) =2xy+x .

o =6y+3 s Y =2y+1. Deoarece 6_P¢6_Q ecuatia nu are diferentiald totala.
oy Ox oy Ox
or_09
Totusi%:g depinde numai de x, deci se poate alege un factor integrant de forma
X

. . 2 . . .
p=p(x). El va satisface ecuatia u'=u-= care este o ecuatie cu variabile separabile cu
X

solutia #(x)=x". Din inmultirea cu x* a ecuatiei initiale se obtine ecuatia cu diferentiald
totala
(4x3 +3x%y? +3x2y)dx+(2x2y+x3)dy =0.
x y
Functia U(x,y) =J.4t3dt + '[ (2x2t +x3)dt =x*+x%y* +x’y. Solutia ecuatiei, scrisd sub forma
0 0
implicitd va fi deci x* +x*y* +x’y=C.

6. y'+——y - y- =0 (ecuatie Riccati)
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a) stiind ca admite solutia y, =—x’
b) stiind cd admite solutiile y, (x)=—x" si y,(x)=-1/x

¢) stiind ci admite trei solutii y, (x)=-x>, »,(x)=-1/x si y;(x)=x+1

o . . . . 1 C
a) Dacd se cunoaste numai solutia y, se face schimbarea de variabild y=—-x" adicd
z
1
y'=——z'-2x.
z

2
Se obtine ecuatia (x3 —~ 1)(—%2'— ZxJ + (l - sz —x’ (l - xzj -2x=0 din care, dupd

z z z

3x? 1 . k+
- =0 cu solutia z= al

efectuarea calculelor rezultd ecuatia liniara z'+ " " ol
X - X - X =

1 2
Rezulta y=l.
x+k
2 3
adica =
y+1/x 4 x(l—z)

b) Daca se cunosc doud solutii se face substitutia z=

(z'—3x2)x(1—z)—(z—x3)(1—z—xz') R o .. —
y'= . (1 ) 5 . Introducand aceste expresii n ecuatia diferentiala
X —Z

2
—X

. ~ . e~ V4 . ~ C
obtinem (dupa calcule) ecuatia liniard z'== care are solutia z=cx. Rezultd y= 0
X —CX

Observam ca solutia obtinuta coincide cu cea de la a) daca considerdam c¢=-1/k.

YN . Vs=h
Y=Yy Vs=0

c¢) daca se cunosc y;,,,);, solutia generala se obtine direct din formula

x> -k

de unde rezulta y =

7. y=x-(')’ =)' (ecuatie de tip Lagrange)

Prin derivarea ecuatiei se obtine y'=(y')" +2xy'y"~ y". Se noteazd y'= psi se ajunge
la ecuatia p— p> =(2px—1)p' in care peste functic de x. Dacd se considerd x ca functie de
p (se inverseaza aplicatia p ) si se tine cont de faptul cd x'=1/p"' (din formula de derivare a

2x 1

functiei inverse) se obtine ecuatia liniard x'+ o000 =0 pentru p(p—1)#0.
p—1 p\pP—-

Rezultd x=(C+Inp)/(p-1) sisolutia ecuatiei este data parametric prin

x:(C+lnp)/(p—1), y=p2(C+1np)/(P_1)_p
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Pentru p=0 si p=1 se obtin doud solutii singulare: y=K si y=x+L. Inlocuind
aceste functii In ecuatia initiald se obtine K =0, respectiv L =—1. Deci solutiile particulare
vorfi y=0si y=x-1.

8. y=xp'—(»")" (ecuatie de tip Clairaut)

Solutia generald este y=Cx—C? (vezi tabelul anterior) si o solutie particulard este

N . x=2p
datd parametric de -
y=xp-—p

Exercitii propuse

Sa se rezolve urmaitoarele ecuatii diferentiale sau probleme Cauchy:

1. y—y/x=0 (liniard) R: y=Cx+x’

2. y'=2y/x=x’ (liniard) R: y=x'/6+C/x*

3. xy'+y—e' =0, y(a)=b (liniara R: y=ex/x—(ab—e“)/x

4. y'—y/(l—xz)—l—x=0, y(0)=0 (liniard) R:
yZ%(xﬂﬂlrcsinx)\/iz, xe(—l,lz

5. y'cos’ x+y =tgx, y(0)=0 (liniard) R: y=x/cosx, xe[0,7/2)

6. xy'—y=y° (Bernoulli) R: y=Cx/m

7. (x—y)y—xzy'ZO (omogena) R: y=1/(ln|x|+C)

8. (l—xz)y'+xy=ax (cu var. sep) R: y:a+Cm

9. xy'-2y=x’/2 (liniard) R: y=x'/2+Kx’

10. y'—2xy=x° (liniar) R: y:(xz_l)/2+c6—x2

11. xy'—y=Inx (liniard) R: y=—Inx-1/(2x)+Cx

12. (3x2 +6xy2)dx+(6x2y +4y3)dy =0 ( dif. totale R: X’ +3x°y*+)y’ =C

13. (x+y)dx+(x+2y)dy=0 ( dif. totale) R: x*+2xy+2y*=C

13



1]
(el

14. xy'=y, y(l) (cu var.sep.) R: y=0

15. xy'=y, y(1)=1 (cu var.sep.) R: y=x

1.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin superior

O problema inportanta este rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordin mai mare ca 1.
Sunt putine ecuatiile pentru care se poate preciza forma analiticd a solutiei. Cel mai frecvent
utilizate sunt ecuatiile liniare.

Forma generald a ecuatiei liniare de ordin » este

y(”) +a (x)y("_l) +...+a,(x)y=f(x) (6)
Ecuatia liniard omogena asociatd ecuatiei (6) este
y(”) +aq (x)y("fl) +..+%a, (x)y =0 (7)

Teorema : Solutia generala a ecuatiei (6) este suma dintre solutia generala a ecuatiei
omogene atasata si o solutie particulara a ecuatiei (6).

1.3.1. Ecuatii cu coeficienti constanti
Metoda de rezolvare a ecuatiei liniare cu coeficienti constanti:
se rezolva ecuatia omogena si se obtine solutia y,

se determinad o solutie y, a ecuatiei neomogene
se scrie solutia generald a ecuatiei neomogene y =y, + y,.

Al)Rezolvarea ecuatiei omogene

Forma generald a unei ecuatii cu coeficienti constanti este
Waap Ve +a, yra,y=0 )
Teorema : Daca »n solutii y,,...y, formeaza un sistem fundamental de solutii al ecuatiei (9),
atunci solutia generala a ecuatiei are forma
y=Cy +tCy, +..+Cy, )
unde C,,C,,...,C, € R sunt constante arbitrare.

Problema rezolvarii ecuatiei (9) se reduce deci la determinarea unul sistem fundamental de
solutii. In cele ce urmeaza prezentdm principalele metode de rezolvare pentru ecuatiile
liniare.

O solutie a ecuatiei se cautd sub forma y(x)=e" , prin analogie cu cazul n =1. Prin inlocuire

in ecuatia (8) se obtine, dupa simplificarea cu e**, ecuatia caracteristica
n n-1 —
A"ta A"+ ta, A+a,=0 (10)
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Teorema : Fie 4,4,,..,4, solutiile ecuatiei (10).

daci 4,4,,..4, sunt reale si distincte ale ecuatiei (10), atunci ¢**, ¢**,..., ¢ sunt solutii
liniar independente ale ecuatiei (8).

Daca 4, este radacina reala cu ordinul de multiplicitate p pentru ecuatia (10), atunci
™, xe™™, ..., x*'¢** sunt p solutii liniar independenteale ecuatiei (8).
Daca 4, =a+ib este radacina complexa de ordinul p a ecuatiei (10) atunci

e™ cos (bx) , e™ sin (bx)

xe™ cos (bx), xe® sin (bx)
x2e™ cos (bx), x2e™ sin (bx)
x"le™ cos (bx) , X" e™ sin (bx)

sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (8).

Sistemul fundamental de solutii se obtine prin reunirea solutiilor liniar independente
corespunzatoare tuturor radacinilor ecuatiei (10), iar solutia generala a ecuatiei (8) se obtine
folosind formula (9) .

Exemple : Sa se determine solutia generala a urmatoarelor ecuatii :
1. y"-6y"+11y'-6y =0
Ecuatia caracteristicd este A° —64% +111—-6=0 si are solutiile 4 =1, 1, =2, 4, =3, Se aplica
a) din Teorema si se obtine sistemul fundamental de (trei) solutii format din y, =e*, y, =e**,
y, =¢’*. Solutia generala este
y(x) =Ce* +C,e™ + e
2. y"+3y"+3y'+y=0
Ecuatia caracteristica este A° +34> +34+1=0 si are solutiile 4 =4, =4, =1. Se aplica b) din
Teorema pentru p =3. Sistemul fundamental de (trei) solutii este format din
y =e', y, =xe", y, =x’e", iar solutia generala este
y(x) =Ce* +C,xe" +Cyx’e”
3. y"+4y'+5y=0
Ecuatia caracteristicd este A° +44+5=0 si are solutiile 4, =-2+i si A4, =—2—i deci se
aplica c¢) din Teorema pentru a =-2, b =1, p =1. Sistemul fundamental de (doud) solutii este
format din solutiile y, =e*cosx si y, =e **sinx iar solutia generala este
y(x) =Ce > cosx +C,e **sinx
4.y —4y"+5y"—4y'+4y=0
Ecuatia caracteristica este A* —42° +51> —44+4=0 cusolutiile 4, =1, =2, A, =i §i 4, =—i.
Solutia generala este
y(x) =Ce** +C,xe** +C; cosx +C,sinx
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b)

A2) Determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene

Forma generald a ecuatiei neomogene cu coeficienti constanti este

WD v, a1 3.

Nu existd metode generale de determinare a unei solutii particulare dar, in unele cazuri
simple, se pot folosi rezultatele urmatoare :

Dacd f(x)=P(x) este un polinom de grad k atunci solutia particulard este un polinom
de acelasi grad, cu coeficienti necunoscuti care se vor determina prin inlocuirea in ecuatie.

Dacd f(x)=e™P(x) unde P(x) este un polinom de grad & existd doud situatii
- Daca a nu este radacind a ecuatiei caracteristice solutia particulara se cautad sub
foema y, =e“Q(x), unde Q este un polinom de grad k cu coeficienti necunoscuti
- Daca a exte radacind de ordin  a ecuatiei caracteristice atunci solutia particulara se
cauti sub forma y, =x"¢“Q(x), unde O este un polinom de grad k cu coeficienti
necunoscuti

Dacd f(x)=e“ (P(x)cos(bx) + Q(x)sin(bx)) atunci existd de asemeni doud situatii
- Daca z =a+bi nu este solutie a ecuatiei caracteristice solutia particulard se cauta
sub  forma y, (x)=e" (S(x)cos(bx) +T(x)sin(bx)), unde R(x) si S(x) sunt polinoame cu
coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai mare dintre gradele lui P si Q
- Dacd z=a+bi este solutie de ordin  a ecuatiei caracteristice solutia particulara se
cautd sub forma y, (x)=x"e" (S (x)cos(bx)+7(x)sin(bx)), unde R(x) si S(x) sunt
polinoame cu  coeficienti necunoscuti avand drept grad cel mai mare dintre gradele lui P

si Q.

Exemple : Sa se determine cite o solutie particulara pentru urmaétoarelor ecuatii :
5. y"-2y+y=x

Functia f(x) este un polinom de gradul I, deci solutia particulard se cautd sub forma
yp(x)=ax+b. Atunci y'(x)=a si y"(x)=0. Introducand in ecuatie obtinem
0-2a+ax+b=x sidin identificarea coeficientilor rezultd a =1 i, adicd »=2. Solutia
particulard este y,(x)=x+2.

Solutia generald a ecuatiei este y(x)=Ce* +Cyxe” +x+2

6. y"-2y'+y=xe"

Deoarece f(x)=xe* =¢'“P(x) se incadreazd la b) pentru a =1, P(x)=x si a=1 este ridacind
dubla a ecuatiei caracteristice , solutia particularad se va cauta sub forma

Vp (x) =x’e" (Ax + B) .
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Atunci y'(x) =e" (Ax3 + Bx? +34x" + 2x) si y"(x) =e" (Ax3 + Bx” + 6Ax”> + 4Bx + 6 Ax + 2B) .
Introducénd in ecuatie obtinem e* (64x +2B) = xe* . Din identificarea coeficientilor se obtine
A=1/6 si B=0.

Solutia particulard este deci y, =x’e* /6.

Solutia generald a ecuatiei este y(x)=Ce* +Cyxe" +x’e* /6.

7, y"+y=xsinx

Functia f(x)=xsinx=e" (0-cosx+xsinx) se incadreaza la ¢) pentru a =0, 5 =1, P(x)=0 si
O(x)=x. Deoarece z=0+i este solutie a ecuatiei caracteristice A° +1=0, solutia particulard

se va cduta sub forma y, = xe”*[(Ax+ B)cosx +(Cx +D)sinx]. Inlocuin in ecuatie si

identificand coeficientii se obtine sistemul
24+2D=0,4C=0, -2B+2C=0, —44=1

cu solutia 4=1/4, B=0, C=0, D=1/4. Solutia perticulara este deci —x*cosx/4+xsinx/4.

Solutia generald a ecuatiei este y(x)=C, cosx+C, sinx—x’ cosx/4 +xsinx/4

1.3.2. Ecuatii cu coeficienti variabili

Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei omogene cu coeficienti variabili nu
exista metode generale. Daca 1nsa aceasta solutie poate fi precizatd, pentru determinarea unei
solutii particlare se poate folosi metoda variatiei constantelor.

Teorema: Fie Cy, +C,y, +...+C,y, solutia generala a ecuatiei omogene
YW aa (x) ) 4+, e,y =0,
Dacd C(x),C,(x)....C, (x) satisfac sistemul

Cl'(x)y1 +C2'(x)y2 +....+Cn'(x)yn =0
G '(x)y1 '+C, '(x)y2 +...+C, '(x)y '=0

G'()n "+ 6 (1) ek € (x) 0 =0

C, v(x)yl(n—l) +C, v(x) yz(n—l) +.+C, '(X) yn(n—l) - f(x)
atunci y(x)=C (x)y +C,(x)y, +..+C,(x)y, este solutie a ecuatiei (7)

Exemplu : Sa se determine solutia generala a ecuatiei xy"+y'=x, x>0

~ . ~ o~ ~ | S
za y'=z.Ecu xz'+z=0 Rezultd z=C — adi
Se noteaza y' Ecuatia omogena asociatd este xz'+z =0 .Rezultd z =C,— adica
X

y=C,In(x)+C, Se foloseste metoda variatiei constantelor pentru y, (x)=Inx si y,(x)=1.
Sistemul devine
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G '(x)lnx+C,'=0 G (x)=x G (x):x?-l-A
ol ' cu solutiile , . Rezulta 5 3
Cl (x);+C2'0=X Cz x)z_x In x Cz(x):—x?lnx+—+B

3
Solutia generald a ecuatiei este y(x)= % +Alnx+B.

Observatie: Metoda variatiei constantelor poate fi folosita si pentru determinarea
solutiilor particulare ale ecuatiilor omogene cu coeficienti constanti atunci cand functia
f(x) nu se incadreaza in situatiile prezentate anterior. In acest caz solutia generali a

ecuatiei omogene se obtine prin procedeul cunoscut.

X

Exemplu: Sa se determine solutia generala a ecuatiei y"-2y'+y =£ , x>0.
X

Solutia generald a ecuatiei omogene este y; (x) =Ce* +C,xe". Se aplica variatia constantelor
pentru y, (x) =e' sl y, (x) =xe".
ety =0 (e

o~ cusolutiile .
G, (x) =lnx+B

Sistemul obtinut este
C'e" +C, '(ex +xe”‘) =—

Solutia generald a ecuatiei este y(x)=(-x+4)e* +xe* (Inx +B).
Exercitii propuse : Determinati solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii :

L yrdy'rdy=y R: ()

.1
(C, +Cox)e? +g(2x2 +4x+3)

2. y"-yHy=x"+6
yerTy R: y(x)=e"/2[Clcos$+Czsin¥j+x2+2x+6
" ' — 2x
3. y+2yty=e R: y(x)=(Cl+C2x)e_x+ée2x
4 y"-8y'+7y=14 R: y(x)ZClex+Cze7x+2
S. y'-y'=e R: y(x)=Ce +Cye™ +§e"
6. y"+y'—6y = xe** 2x S3x x 13,
R: y(x)=Ce” +Coe™" +x| ——— |
Hx)=Ge G 10 25
. “+ = . .
7. y"+y=cosx R: y(x):Clcosx+Czsmx+%xsmx
" — i 2
8. y"+y=sin”x R: y(x):Clcosx+Czsinx+%cos(2x)
9. y"-13y"+12y =0 R: y(x):C1+C2ex+C3elzx
10. y"-y=0
R: y(x) =Ce* +e (Cz cos& +C, sin%}
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11. y" +4y=0 R: y(x)=e"(C cosx+C,sinx)+e ™ (C;cosx+C,sinx)
12. 1V_2 my o= ¥ 2
yomammre R: y(x)=¢C +C2x+(C3 +c4x+%]ex

13. y"+2y'+y=eix , x>0 R: y(x)=(C +xC,)e™ +xe " Inx
X

14. x?y"=2xy'+2y =2+2x"sin2x R : ec. omogend are solutia y(x)=Cx +C,x*

y(x) =1+Cx + C,x* — xsin2x/2 — x* cos 2x

2. n ' —
15. x?y"+ 4xy'+ 2y =In(1 + x) R: ec omogena are solutia y(x)=£+£2
X X
2
G.c (1+9) 3 3
x)=—t+2+ In(l+x)-—-—
y( ) x X 2x? ( ) 2x 4
1.4. Sisteme de ecuatii diferentiale
Forma generala a unui sistem de ecuatii diferentiale este
= (00 0)
yz':ﬁ(x’yl’yZ"“’yn) (11)

yn ' =fn (xaylayZV--ayn)
unde f;, f,,..., f, sunt functii date, continue pe un domeniu din R"".
O problema Cauchy este formata dintr-un sistem de ecuatii diferentiale si un set de conditii
initiale,
» (xo) =a, ¥, (xo) =dy,. ), (xo) =a, (12)
O solutie a sistemului (11) este formata din functiile y,,y,,...,y, care verifica sistemul.

Se poate ardta ca orice sistem de n ecuatii diferentiale este echivalent cu o ecuatie
diferentiald de ordin n, deci solutia sa poate fi gasitd rezolvand ecuatia de ordin » atasata
prin metoda substitutiei ( se deriveaza una din ecuatiile sistemului de n—1 ori, celelalte de
n—2 ori si se eleiminaa »n—1 functii necunoscute).
y'=z
z'=—y )

Derivand prima ecuatie obtinem y"=:z'. Inlocuind aici z'=-y (din a doua ecuatie a

Exemplu : Sa se rezolve sistemul {

sistemului) ontinem ecuatia de ordinul II y"+y=0 cu solutia y(x)=C cosx+C,sinx.

Rezultd z(x) =-C sinx+C, cosx.

1.4.1 Sisteme liniare si omogene de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti
Forma generala a sistemului este
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n'=any tapy, to.ta,y,
»'=ayy tapy, t..tay,y
yn':anlyl +an2y2 +“‘+annyn

Sistemului (12) i se asociaza matricea coeficientilor, anume 4 = (aij) .

Daca notam Y:(yl,yz,...,yn)r si Y'=(y1 R T ')r atunci sistemul se scrie in forma

matriceald

Y'=A4-Y si rezultatele prezentate la ecuatii diferentiale (care reprezintd un sistem de o
singurd ecuatie cu o singura necunoscuta, adica » =1 )se generalizeaza pentru » arbitrar.
Solutiile fundamentale ale sistemului vor fi cautate sub forma Y, =(e,; ay, ....a,;)" ¢** unde 4
sunt valori proprii a matricii 4, adicd solutiile ecuatiei caracteristice a sistemului :

a, -4 ap e
ay, Ay — A .. a, =0 (13)

a A,y Ay, —A

nl

iar constantele ¢ trebuiesc determinate din sistem. Solutia generala a sistemului este
Y=Cr+GY,+.+C)Y, (14)
Existd urmatoarele situatii importante :
- Daca ecuatia caracteristica (13) are solutiile reale si distincte A,,4,,...4, st V,V,,....V,
sunt vectorii corespunzatori acestor valori atunci solutia sistemului este
Y(x) =C Ve +C Ve + . +C Ve
- Daca ecuatia caracteristica (13) are solutii multiple (reale sau complexe), fiecare solutie
A cu ordinul de multiplicitate p contribuie in suma (14) cu termenii

p-1 p-2
N=We™, Y= | SV AT, |, L Y, = | S L k4 Y, 4+
1! ’ (p-D! (p-2)! e

unde ¥;,7,,..V, sunt vestorii proprii principali corespunzatori valorii proprii 4

Problema rezolvarii sistemului (13) se reduce deci la determinarea valorilor proprii ai
matricii 4 §i a vectorilor proprii corespunzatori acestor valori.

Metoda de rezolvare :

a) Se scrie matricea 4 a sistemului.

b) Se determina valorile proprii ale matricii rezolvand ecuatia (13)

c) Pentru fiecare valoare proprie 4, se determind vectorii proprii (atatia cat e ordinul de

multiplicitate al lui 4, si se scriu solutiile corespunzatoare lui A4,

d) Se scrie sistemul fundamental de solutii al sistemului
e) Se scrie solutia generala

Exemple : Sa se determine solutia generala a sistemelor urméatoare
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N =3 =yt
Loyy'==y»+5y, -y
¥ ==y, 3y,

3 -1 1
a) Matricea sistemului este 4=| -1 5 -1
I -1 3
3-14 -1 1
b) Valorile proprii ale matricii 4 sunt solutiile ecuatiei -1  5-1 =0 adica
1 -1 3-1
A=2,24 =35 4=6.
c) Valoarea 4, are ordinul de multiplicitate 1, deci va avea un singur vector propriu
3 -1 1 o o

principal, ¥, =(e,a,,a;) care verificd ecuatia | -1 5 -1|-| e, |=2-| a,
1 -1 3)\ey a,
Din rezolvarea sistemului compatibil nederminat cu un grad de libertate
3o, —a, +a; =2¢
-a, +5a, =30, =2a,
o —a, +3o0; =2a,
a

ee obtine solutia | 0 |. Se dd lui & o valoare particulara, de exemplu « =1 si obtinem

(%4
1 1
¥, =0 |.In mod asemanator obtinem ¥, =| 1| s1 V; =| =2 | corespunzator valorilor 4, si
-1 1 1
Ay
| o2 & o0
d) Sistemul fundamental de solutii este ¥, =e**| 0 |[=|0 |, ¥, =|¢&™ |, ¥, =| -2
-1 e & e

» - CleZX + Cze?)x + C3€6x
Solutia generala este <y, = C,e™* —2C;e™

V3= Clebr + Cze3)r + C3e6)‘

n'=ytys
n'=y .
=ty
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011
Matricea sistemului este 4=|1 0 1 |. Ecuatia caracteristicd, A’ -34-2=0 are radicinile
110
1
A =2si A, =4, =—1. Un vector propriu al lui 4, este ¥; =| 1| . Subspatiul valorii proprii
1

01 1) (e o,
A, = A, are dimensiunea 2. Vectorii proprii satisfac ecuatia |1 0 1 |-| «, |=-1+| @, |, adica
11 0) oy o

o ta,ta; =0
sistemul cu doud grade de nedeterminare { o, +a, +a; =0. Alegand ¢, =—1,a, =0 se obtine
o tao,ta, =0
a;*=1 sipentru ¢ *=0,a,*=1 se obtine a;*=-1. Cei doi vectori proprii principali vor fi
-1 0
v,=|0 |siV=|1
1 -1
Solutia generala a sistemului este ¥ =CVje® +C,V,e™™ + Cy(xV, +V;)e™ adica
y, =Ce* —Ce™ —Cyxe™
v, =Ce** +Ce”

¥y, =Ce** +Che™ +C, (x - l)e_x

1.4.2. Sisteme liniare neomogene

Forma generali este Y'(x)=4-Y(x)+F(x) (14)

Ca si In cazul ecuatiilor liniare neomogene, solutia generala a sistemului neomogen este
suma dintre solutia generala a sistemului omogen si o solutie particulara a sistemului
neomogen.

Pentru determinarea solutiei particulare se poate folosi metoda variatiei constantelor.

Teorema :Daca Y =C\Y] +...+C,Y, este solutia sistemului omogen asociat lui (14) atunci o
solutie particulari a acestuia este Y, =C,(x)Y; +...+ C, (x)Y, unde functiile C,(x).....C,(x)

n

satisfac ecuatia
C'(x)% +C, ' (x) (%) +..+C,'(x)Y, =F(x)  (15)

Din ecuatia (15) se calculeaza C,'(x),....C,'(x) si apoi, prin integrare se obtin C,,C,,...,C, .
Exercitii propuse
1 Sa se rezolve sistemele urmatoare :

1 y+2y+dz=1+4 R: y(x)ZClezx+Cze_3X+x2+x, z=-Ce* +Cye ™ 14—x" ]
Nz y-z=3x%/2
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5. '+2y+z—smx R: y(x)zclex+Cze—2x_§cosx_lsinx’Z(x):sjnx—y'—Zy
z—4y 2z =cosx 8 8
x —X e 3
z(x)=y'(x)
u(x)=z'(x)
" {x'— -x+2y R: x(t)=Ce' +Cye™
y'=2x-y y(t)=Clet—Czef3’
P 2
5. { =xty x(t)=C1+CzeZt—t——£—l
'=x—y+t R: 4 4 8
__ w11
)’(t)— G +G, +4 43
y'=z+u y(x)=Ce™ +Cre™
6. z'=y+u R: z(x)=Ce™ +Cye™
u=ytz u(x):Clezx—(C2 +C3)€7x

1.5. Elemente de calcul operational si aplicatii in teoria ecuatiilor
diferentiale

Calculul operational se ocupa cu studiul transformarilor integrale. Acestea, numite §i
“operatori integrali”. transformd derivarea §i integrarea in operatii algebrice. Ecuatiilor
diferentiale si integrale le corespund ecuatii algebrice. Pentru a rezolva o ecuatie diferentiala
este sufficient sd se rezolve ecuatia algebrica si sa se aplice transformarea Laplace inverse
solutiei obtinute. Cele mai directe aplicatii in studiul ecuatiilor diferentiale il are transformata
Laplace

1.5.1. Transformata Laplace

Transformata Laplace este un operator intre doua spatii de functii, operator care transforma
derivarea si integrarea in operatii algebrice.

Notdm F, ={f:R—> R} .

Definitie: Functia f € F;, este un original daca satisface conditiile urmatoare:

a) f(¢)=0 pentru orice 1 <0

b) f e derivabila pe portiuni

¢) existd M >0 si s>0 astfel incét | £(z)|<M -¢" pentru orice t>0.

Numirul pozitiv s, =min{s |1 f(t) <M e, vt> 0} se numeste indice de crestere (sau

abscisa de convergenta).
Multimea functiilor original se noteaza O, .

Exemple: Urmatoarele functii sunt functii original:
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a) f(t)={ekt’ =0 (M =1, 5,=k)

0, <0
1 ,t>0

b) o(¢)=41/2,t=0 (M =1,5,=0)
0 ,t<0

Aceasta functie se numeste “treapta lui Heaviside” .
¢) Daci functia f satisface conditiile b) si ¢) din definitia precedentd atunci ¢(¢) =o (¢)- £ (¢)
este un original.

Definitie : Aplicatia L:0, — R definita de

(Lf)(p) =Tf(t)e_’”dt

se numeste transformata Laplace.
Functia Lf :(s,,0) > R este imaginea lui /' prin transformata Laplace.

Prin calcul direct se pot obtine transformatele Laplace pentru multe functii elementare.

Exemple : Sa se calculeze transformatele Laplace ale functiilor

1) f(t)=0o(t)-€".

_ - _ - _ 1 k=p)t
LN (p)=|e" e dt=|e* Mg =~ kv
(7) ! ! k-p

2) f(t) = O'(t)sint

=00 _ 1
=0 —

p—k

(Lf)(p) = Ie”” sintdt =—e "' cost [;—y —jpe”” costdt =1 —p{e”’ sint [;Zy +jpe”” sintdt |. Rezulta
0 0 0

(L7)(p) = —

P+l

Principalele proprietatti ale transformatei Laplace sunt listate in tabelul urmator.

Numele proprietatii Formula

1. Definitie *
’ Lf (p) :J-f(t)e_’”dt

2. Teorema omotetiei

3. Derivarea originalului & (p)=p-(Lf)(p)-1(0)
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4. Derivarea imaginii

5. Integrarea originalului L
; i [Ljf(r)dr]: (2)(r)
0
6. Integrarea imaginii ]g
p

7. Teorema translatiei L(e”otf(t))(p) =(Lf)(p-po)

8. Teorema intarzierii L(f(t=7))(p)=e" (L) (p)

9. Imaginea produsului de

 — L[jf(r>g<r—r)dr](p)=<Lf)(p>-(Lg)<p)

Folosind formulele din tabelul de mai sus (toate formulele se demonstreaza prin calcul
direct) se pot calcula transformatele Laplace ale multor functii elementare.

Exemple : Gasiti imaginile urmatoarelor functii original :
1. f(¢)=o(t)-sin(Ar)
Se foloseste teorema de omotetie si rezultd (Lf)(p) ! 4

_1 _
A (PRI preAr

2. f(t)=0o(t)sin’t
Se foloseste derivarea originalului. Din f'(t)=o(¢)2sintcost = o (t)sin(2t) si
(L)(p) = p(L1)(p) - £ (0) rezulti (17)(p) = ———.
p (p + 4)
3. g(t)=r¢
Se foloseste derivarea imaginii pentru f(1)=¢' si n=2. Rezulti

(L((—t)ze’))(p)=(Lf)"(p)=( 1 J":(pz

p-1 ~1)°

Se foloseste integrarea imaginii : L(%ntj( p)= j (Lf)(q)dq = j ﬁdq = arcigq |'2;= % = arctgp
p p

Imaginile celor mai importante functii elementare sunt continute in tabelul urmator :

Originalul | Imaginea
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1 [l
p
t" ,neN n!
n+l
tn eﬂ,t nl
n+l
(p-4)
eﬂ,t 1
p—A
sin wt w
p2 +a)2
cos wt p
p2 +a)2
sh(a)t) w
2 2
p-—w
ch(a)t) p
2 2
p-—w
e sin wt @
2 2
(p-2) +o
M coswt p—A
(p-2) +o’
tsin wt 2pw
p2 +a)2
tcos wt P -0’
2
(" + )
sin(t—r) e Pr
2
p-tl
cos (t - r) pe t*
2
ptl
Int 1 1
—| In——y | cu y=0.57722
p p

1.5.2. Inversa transformatei Laplace

Prin transformata Laplace L definitd pe O, se calculeaza imaginile functiilor original
f €0, . Prin transformata Laplace inversd L' se regiseste functia original care corespunde unei
imagini date.
Principalele cazuri in care functia original poate fi determinata analitic sunt prezentate
in cele ce urmeaza.
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1. Daca F( p) = igpg este o fractie rationald atunci ea se descompune in fractii simple si
p
se gaseste originalul fiecarei fractii folosind tabelul anterior.
Exemple : Sa se determine originalul urmatoarelor functii

1
a)F (p) =
p(p—l)(p2 +4)
I B U N .
p(p_l)(p2+4) 4p S5p-1 20p*+4
transformatelor Laplace pe coloana din stdnga corespunzatoare lui 1/ p este scrisa functia "1",

originalul lui L eate ¢', originalul lui 2p este cos2t iar originalul lui —

p-1 p t4 p t4

Rezulti 3 originalul lui F(p) este f(¢) =—%-1+%et +%c052t—%sin2t.

Se observa ca

. Originalul lui 1 este 1 (In tabelul
p

1 .
este —sin2¢.
2

1
(v +1)

Se observa cd F(p)=

b) F(p)=

1

i este imaginea unui produs de convolutie, adica
p-+tlL p

2+1

t
sinr-sin(t—r)dr =J-
0

cos(t—27)—cost 1 1 .
( ) dr =—tcost——sint.
2 2 2

Rezultd cd f(¢)

I
o t—

o(p)
(p-p)"(p-0)" i (p-p:)"

descompunerea in fractii simple este dificila si se poate folosi direct formula
k

f(t) = Zﬁ.}ijﬂ] (F(p)-e’” ‘(P—p,-)"’ )(nfl)

i=1

2. Daca F = este o fractie in care n,,n,,...,n, >2 atunci
p ' 1-M k

unde exponentul (n, —1) arati ci expresia din parantez se deriveaza de (n, 1) ori.
V4

se foloseste formula anterioard pentru p, =1, p, =—1,n, =n, =2.

Exemplu : Si se determine originalul lui 7 (p)=

Deoarece F(p)= -

(p-1)"(p+1)
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Deci

— 1 . P pt ' 1 . p o ':
=gl 5 i )
~lim| | 2 (p+1) =2p(p+1) ||, . | [ »* . (p=1)-2p(p-1)

p—1 (p+1)2 (p+1

3. Daci functia F(p) contine factorul ¢ *” se foloseste teorema intarzierii.

2e7P
7

Exemplu : Si se determine originalul functiei F(p)=

Deoarece F(p)=e™” iz' =e (L) (p) = (L(t - 1)2)(]9), ceea ce s-a obtinut aplicind teorema
p

intarzierii pentru 7 =1 si t=¢*, rezultd ¢ f(¢)=(r-1)"-o(¢—1). Inmultirea cu o (z-1) este
necesard pentru ca f sa fie o functie original.

1.5.3. Calcul operational

Calculul operational, numit si calcul simbolic, a fost introdus la sfarsitul secolului
XIX de fizicianul englez O. Heaviside. Acesta a pus in evidenta (fara nici o justificare
matematicd) faptul ca este posibild rezolvarea rapida a unor ecuatii folosind un operator simbolic,
evitand astfel calcule lungi ce apar in rezolvarea clasica. Aceastd metoda se justifica partial
folosinf Transformata Laplace care transforma derivarea in inmultire cu variabila p si integrarea
in Tmpartire la aceeasi variabila.
Pentru rezolvarea anumitor tipuri de ecuatii (E) folosind transformata Laplace se
parcurg urmatoarele etape :
a) Se formeaza ecuatia operationala (EQO) prin aplicarea transformatei Laplace celor doi
membri ai ecuatiei.
Ecuatie operationald este o ecuatie algebrica de gradul I avand drept necunoscuta imaginea (prin
transformata Laplace) a necunoscutei ecuatiei.
b) Se rezolva ecuatia operationala
Solutia (unicd) a ecuatiei este imaginea necunoscutei din ecuatia initiala
¢) Se determina originalul functiei solutie de la b). Acesta reprezinta solutia ecuatiei
initiale.

Principalele aplicatii ale calcului operational sunt :
- calculul inegralelor improprii
- rezolvare ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti
- rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti
- rezolvarea unor ecuatii integrale
- rezolvarea unor ecuatii integro-diferentiale
- rezolvarea ecuatiilor cu argument intarziat
- rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale
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1.5.31 Rezolvarea ecuatiilor liniare cu coeficienti constanti si a problemelor Cauchy
atasate

Problema Cauchy avénd necunoscuta y = y(t) are forma
any(n) + an—ly(n_l) Tt aOy = f(t)

y(O) = y009y'(0) :01’ sy y(H) (0) = yOn—l
Aplicand transformata Laplace ecuatiei (E) se obtine ecuatia operationala
a, (") (p)+ 4, (") (p) +. 4 4y (1) (p) = (L1 ().
Se noteazd (Ly)(p)=Y(p), se foloseste teorema de derivare a originalului si se obtine

(E).

ecuatia operationala

a, (p”Y(p) + p”’ly(O) + ...y("_l) (0)) +..+q (pY(p) - y(O)) + aOY(p) = F(p) (EO).
Se aplica apoi algoritmul de rezolvare prezentat anterior.
Metoda se poate folosi si pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei diferentiale. In
acest caz valorile y(0), »'(0). ..., ) (0) reprezintd cele n constante ce apar in solutia
generala.

Exemple : 1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei y"-3y—+2y=¢"
a) Ecuatia operationala este (p2 -3p+ 2)Y(p) —py(O) —y'(O) + 3y(0) =+1 .
p

b) Solutia ecuatiei operationale este

1 p 1
Y(p)= ty(0) =777t 0'(0)+3y(O)——F=7—=-
R ) ) e A ) e A A
Dupa descompunerea in fractii simple rezulta

1 , 111 1 , 1 1 1 11
Y(p):(_5+2y(0)+y(O)Jp—1+gp+1+(§+5y(o)+3y(O)JP—Z_CIP—1+C2p—2+gp+1

.. . 1 . o . .
¢) Originalul lui Y(p) este y(¢)=Ce' +C,e* +ge‘t . Aceasta este solutia generald a ecuatiei

liniare.
In aceasta situatie aplicarea transformatei Laplace pentru rezolvarea ecuatiei nu usureaza
calculele. Aplicarea ei este justificatd mai ales in rezolvarea problemelor Cauchy.

2. Si Ive problema Cauchy 17 o <%
. 84 se rezolve problema Cauc
’ Y lr0)=0.(0)=1
a) Ecuatia operationald este p°Y(p)- py(0)-»'(0)+Y(p)= fzil .
p

2p 2 + 2
o
aritmetice inutile este recomandabil sa nu se aduca fractiile la acelasi numitor.
¢) Originalul clui Y(p) este y(¢)=o(¢)(¢sint +sint).

b) Solutia ecuatiei operationale este Y (p) = . Pentru a nu efectua operatii
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Solutia problemei Cauchy este y(t)=(¢+1)sint.

1.5.3.2. Rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Pentru a rezolva astfel de sisteme se obtine sistemul de ecuatii operationale aplicand
transformata Laplace tuturor ecuatiilor sistemului.

Solutiile sistemului sunt imaginile functiilor necunoscute ale sistemului initial. Prin
aplicarea transformatei Laplace inversa se obtin solutiile cautate.

xvv+x+yn_y|:et
Exemplu : Sa se rezolve problema Cauchy < x'+2x-y'+y=¢”' .
£(0)=(0)=5'(0)=0,(0) =1
1

sz(p)—HpX(P)+P2Y(p)_y(p):p—l

Sistemul operational este . El este un sistem de

pX(p) v 2 (p) =¥ () +7 ()=

ecuatii liniare cu necunoscutele X (p) si ¥(p).

11 3 1 1 1
X(p)=g—=+*3

Solutia sistemului este

Solutia sistemului este

Exercitii propuse : Aplicind metodele calcului operational si se rezolve urmatoarele
probleme Cauchy :

1. y"+20y=0, y(0)=05, y'(0)=4

2. x'tx=¢", x(0)=1
3. x'-x=1, x(0)=—1
4. x'+2x =sint, x(0)=0

A~ R R R
=

5. x"=1, x(0)=0, x'(0) =1 R: xz):z+lt2
2
x"+x'=1, x(O)ZO, x' O)=1 R: xt)=t
x"+3x'=¢', x(0)=0, x'(0)=-1 R: x t):let_i_ie—?)t_%
| 4 12 3
8. x"+x'=1, x(0)=x'(0)=x"(0)=0 R: x t)=t—sint
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0. 745 (020 20 =1 7020 g ()Lt cosi—sis

10. x"—x"=sint, x(0)=x'(0)=x"(0) =0 R: x(r) =le’ P
2

1L x"-2x'=e”, x(0)=x'(0)=0 R x(1)=(1-¢" +20e")

1272 ()21 022 020 1 )30 L]

13. x"+x"=sint, x(0)=x'(0)=1, x"(0)=0 R: x(t)=2t+l(eft +cost—sint)
2

14. X"+X:COSt, X(O):_I, X'(O)zl R: X(t)z (tsint—cost+sint)

Y Nl’_‘

15. x"+2x'+x =¢2, x(0)=1, x'(0)=0 R: x(t)=t —4t+6-5¢" —te”!

1.6. Aplicatii ale ecuatiilor diferentiale in studiul circuitelor electrice

1.6 .1. Descarcarea unui condensator printr-o rezistenta

Fenomenul este important pentru ca apare in circuitele folosite la transmisiunile radio,
de televiziune, la radare etc.

Problema : Se considera un circuit electric format dintr-un condensator cu
capacitatea C si o rezistentd R. Se cere intensitatea curentului, i(t) si diferenta de
potential v(t) la bornele condensatorului in functie de momentul ¢ la care se face
masurarea daca sarcina initiala este Q.

Rezolvare : Consideram functiile i,4,v:[0,+0) — R cate indicaa intensitatea, sarcina
st diferenta de potential la bornele condensatorului.

Intre ele exista relatia ¢ () =Cv(¢).

Intensitatea curentului electric la descarcare este i (t) = —q'(t) si la bornele rezistentei

ea satisface relatia i :% (legea lui Ohm).

Relatiile anterioare arata ca acest circuit este caracterizat de problema Cauchy
v()=-21)
C-R (CR)
q(0)=0
in care ¢ = q(t) este functia necunoscutd iar C si R sunt constante date in problema.

Ecuatia diferentiala poate fi considerata ca o ecuatie cu variabile separabile sau ca o

ecuatie liniara i omogena de ordinul 1. Solutia problemei Cauchy este
1

q (t) = Qe_a .
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-t

Intensitatea curentului (la descarcare) este i(¢)=—q'() = %eCR =I,e P iar

—t

(1) = Reifr) =2t

Momentul incepand de la care descarcarea este practic terminata se considera a fi
=T

1, . — _—
pentru care i(r)=$. Se obtine ek :$ adicd r=2-C-R-In10~4,6-C-R

1.6.2. Incircarea unui condensator printr-o rezistenta in prezenta unei surse de curent
continuu

Problema : Se considera un circuit alcatuit dintr-un condensator cu capacitatea
C, o rezistenta R si o sursa de curent continuu avand forta electromotoare constanta
E . Se cere sa se determine intensitatea curentului si diferenta de potential la bornele
condensatorului in functie de momentul la care se face masurarea.

Rezolvare : Se considera functiile i,q,v:[0,+0) — R care reprezintd intensitatea curentului,
sarcina condensatorului si diferenta de potential la bornele acestuia.

t).

La incércarea condensatorului i(¢) =¢'(¢) iar v(t) :%

R E—v(t . .
Legea lui Kirchoff aratd cd i(r) =% , deci problema Cauchy ce caracterizeaza
circuitul este
q(r
R-g'\t)+—==F
¢'()+=
q(0)=0

t
Solutia generald a ecuatiei (liniard si neomogena de ordinul 1) este ¢ (t) =CE +Ke R iar

solutia problemei Cauchy este
q(t) =C-E-(l—eCRJ .

t t
Rezultd imediat v(¢) =m = E[l —e_CRJ sii(t)=q'(¢) L e

C R
Momentul in care condensatorul este practic incarcat este cel la care diferenta de potential
este v(r) =%E .Din %E =E(1—e_CR] rezultd 7 =C-R-In100~4,6-C-R

1.6.3. Formula fundamentala a curentului alternativ
Problema : Se considera un circuit in care actioneaza o forta electromotoare datorata

unei variatii de flux si continin o rezistenta R si o bobini cu inductanta proprie L
montate in serie. Sa se determine intensitatea curentului electric din circuit.
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Rezolvare : Pentru a obtine o variatie a fluxului electric ®(¢)se considerd un cadru cu n

spire de arie S migcandu-se Intr-un camp magnetic cu inductia B, cadru Inchis printrQOun
circuit exterior. Acest cadru se roteste uniform cu viteza unghulard w.
Fluxul captat ®(¢) se descompune in doud parti :

- Fluxul o, (t) =n-B-S-sinwt provenind de la polul nord al cAmpului magnetic

- Fluxul @, (¢)=L-i(t) generat de cadrul parcurs de curentul electric

Din relatia (daté in problemd) E(¢)=-®'(¢) si tinand cont de faptul i i(¢) = % se obtine

. -B-S- L .

ecuatia i(¢)= —%cos ot —E.z"(t). Ea se scrie sub forma

L‘i'(t)+R-i(t) =-n-B-S-w-coswt = E,coswt
Pentru rezolvarea acestei ecuatii se poate folosi calculul operational.
Ecuatia operationala corespunzatoare este (pentru i (0) =0)

— V4
L-(p-1(p)-0)+R-1(p)=E, et

din care rezulta (notdnd £k =R/L)

- p _E, p — E, 1 p 2 1
I(»)=E =20, = k- k- .
(7) CpP o)) (tp+R) L (p+o’)(p+k) L(k2+a)2)[ prk e e

Intensitatea curentului electric este originalul lui 7 ( p) adica
, E, . -2
z(t) =—— | Rcoswt+Losinwt—Re " |.
R +lw

Aceasta are o componenta periodicd dominanta (anume Rcos @t + Losinat ) $1 0

R
.o g ——t . A . . .
componentd neglijabila (anume Re * ) atunci cand timpul ¢ este mare. Din acest motiv
curentul obtinut se numeste current alternative.

2. ANALIZA COMPLEXA

2.1. Multimea numerelor complexe
2.1.1. Definitie si structura algebrica

In multimea R® ={(x, y) | xeR, ye R} se definesc doua operatii (legi de compozitie
internd)
- adunarea (x,y) + (x',y') = (x +x',y +y')
- inmultirea (x,y) . (x',y') = (xx '—yy',xy'+ x'y)

in raport cu care R* este corp comutativ.
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Multimea numerelor complexe este multimea R* dotatd cu aceste doud operatii. Se
noteaza C .
Obiectul z=(x,y)e C se numeste numaar complex. x este partea reald a lui z i se

noteaza
Rez,iar y este partea sa imaginara si se noteaza Imz .

Doua numere complexe sunt egale daca au aceeasi parte reald si aceeasi parte imaginara.
Numerele complexe (x,O) , care au partea imaginard 0, se numesc numere reale si se noteaza
X.
Se noteaza i =(0,1) . O proprietate importantd a lui i este i* =—1.
1 daca n =4k
i daca n =4k +1
-1 dacan=4k+2
—i  dacan=4k+3
Numerele complexe (0,y) =iy ,cu partea reald 0, se numesc pur imaginare.
Se scrie z =x+iy deoarece z =(x,y)=(x,0)+(0,1)-(»,0) =x+iy . Aceasta este forma algebrici
a unui numar complex.
Complex conjugatul numérului z =x +iy este numarul z=x—iy.

Se poate arata cd (" =

Multimea numerelor complexe se identificd cu planul geometric R*. Numdirul z = x +jy eate
asociat punctului 4(x,y) care se numeste afixul lui z.

Modulul numarului complex z =x+iy este |z|=x> +y° .
Modulul lui z =x+iy reprezintd distanta de la punctul 4(x,y) la punctul 0(0,0), originea

axelor de coordonate in planul complex.
Propozitie : Modulul are urmatoarele proprietati
1. |z|>0 oricare ar fi ze C
2.|z 2,7 z/|"| z, | oricare ar fi z,z, e C. Rezultd |z" |5 z "
3.

zy+z,|<z | +|z,| oricare ar fi z,,z, € C.

i:|zl|

4. oricare ar fi z,z,eC, z, #0.

Z| |z
5. z.z=|z[® oricarear fi zeC
Argumentul redus al numarului complex z =x +iy este unghiul pe care segmentul OA4 1l face

cu sensul pozitiv al axei Ox . Se noteaza argz §i se calculeaza folosind urmatoarea formula

arctg(y/x) daca x>0,y>0
/2 daca x=0,y>0
.. X =|z|-cos¢g
argz=¢ = 7r+arctg(y/x) daca x<0 . Au loc relatiile ,
’ y = z[sing
37/2 daca x=0, y<O0
27z+arctg(y/x) daca x>0, y<0

Forma trigonometricd a numarului complex z=x+iy este z = z|(cos¢ +ising).
Ea este utild pentru efectuarea operatiilor cu numere complexe
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22,57 |2 [ (cos (4 + ) +isin(4 + )
i=ﬂ(cos(¢l —¢$2)+isin(¢51 —¢2))

z, |z

z9z[" (cosn¢+isinn¢)

Radacina de ordin » a numarului z 5 z| (cos¢ +isin ¢) este formata din » numere complexe

. n + . +
calculate prin z, =(|z |)1/ (cos g +2kn +isin $ 2kﬁj ,cu ke{l,2,..,n}.
n n

Exercitii rezolvate

1. Sa se detrmine partea reald si partea imaginard a numerelor complexe urmatoare
- z=1+3i. Rez=1 i Imz=3
1+i  _1+i _1+i 1

- Z:L_ Se scrie z = = 5= ——'i'l'l deci Rez=l $1 IIUZ=l
1-i (1-i)(1+i) 1= 2 2 2 2 2

2. Sa se determine modulul si argumentul urmatoarelor numere complexe
- z=i.Deoarece z=0+1i rezultd cd |z|=v0>+1*> =1 i argz=7/2

- z=-3. Deoarece z=-3+0i rezultd ca | z[=4/(-3)" +0% =3 si argz =7 +arcigd =1
z=1+i"". Deoarece 223=4-55+3=4k +3 rezultd cd i** =—i deci z=1-1.
Atunci |z [=V1? +17 =42 §i argz = arct %=%

1—i (1-0)* _1-2i+i* _-2i | _— 7\ :
- z=——_ Deoarece z = = =—— =—jrezultdca |z|=4/0+(-1) =1 si
1+i (1_i2) 1+1 2 2] (-1) $

argz=3x/2.

2.1.2. Structura topologica

Structura topologica (geometricd) este legata de notiunea de distanta. Aceasta structura
este necesara pentru dezvoltarea teoriei functiilor complexe.
Distanta intre doud numere complexe z, =x, +iy, §1 z, =x, +iy, este

|z, -2, |=\/(x2 _xl)z +()’z _)’1)2

Cercul C(z,,7)cucentrul in z, siraza este este dat de ecuatia [z—z,|=r.

Discul deschis cu centrul in z, siraza , notat D(z,,r)este interiorul cercului
C(zy,r) si este descris de ecuatia |z —z, [<r.
Vecinatatile numarului z, e C sunt multimi care contin un disc centrat in z,. Topologia

lui C este de fapt topologia lui R*.
Exercitii rezolvate : 1. Sa se calculeze distanta intre z, =i $i z, =1—i.

a(z.2:) =(0-1) +(1+1) =5
2. Care este interpretarea geometrica a urmatoarelor multimi ?
- A={zeC | Rez>0}  R:semiplanul format din cadranele I si IV
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- 4 ={z eC | |Imz|< 1} R: Portiunea din plan cuprinsa intre dreptele y=-1 si y =1.

- 4 ={z eC||zI< 1} R: interiorul cercului cu centrul in origine si raza 1

- A={zeC||z-i]>2} R: exteriorul cercului cu centrul in i si raza 2

- 4 ={z eC|1<z< 3} R : coroana circulard dintre cercurile cu centrul in origine cu razele
Isi3

-4 ={z eC||z-17z+i \} R : mediatoarea segmentului ce uneste afixele numerelor z, =1 si

=i
2.1.3. Multimea extinsa a numerelor complexe

Multimea extinsa a numerelor complexe este C =Cu{w}. Obiectul "o" , care
completeazd multimea numerelor complexe are urmatoarele proprietati:
- |o|=+0 e R
- 00-00 =00

- a-o0 = pentru orice a € C —{0}

- — =00 pentru orice aeC —{0}

=0 pentru orice a € C — {0}

=0 pentru orice aeC

8|Q Q|80Q

Nu sunt definite operatiile 2, 0—00, 0-00.
o0

Multimea extinsa a numerelor complexe nu are structura algebrica.

Vecinatatile lui oo contin exteriorul unui disc cu centrul in origine.

Multimea {zeC | |z—1>1|} este vecinatate a lui « dar multimea {zeC | Rez>1} nue
vecinatate a lui oo .

2.2 Functii complexe elementare

Se numeste functie complexa de variabila complexa o functie definitd pe o submultime
D a mutimii numerelor complexe C cuvaloriin C. Senoteazd f:D — C.

Pentru z=x+iy sescrie f(z)=f(x+iy)=u(x,y)+v(x,»).

Functia u: D — R se numeste partea reald a lui / si se noteaza Re f(x,y)=u(x,y).
Functia v:D — R se numeste partea imaginard a lui / si se noteaza Im f'(x,y) =v(x,y).
Exemple: 1. S3 se determine partea reald si partea imaginard a urmatoarelor functii

1. f:C—C, f(z)=7

Putem scrie f(z) = f(x,y) = (x + iy)2 =x* +2ixy—y* = (x2 —yz) +2xyi . Rezulta ca

Ref(x,y)sz—y2 si Imf(x,y)=2xy.
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2. f:C>C, f(z2)9z]

Putem scrie f(z) = f(x+iy) =,/x* +y* . Rezultd Ref(x,y) =Jxt+y* si Imf(x,y) =0.
Printre functiile complexe exista unele mai importante, cu ajutorul carora se obtin alte
functii complexe. Ele se numesc functii elementare si sunt descrise in cele ce urmeaza

2.2.1. Functiile algebrice

Functiile algebrice sunt
- polinoamele f:C—C, f(z)=a,z" +a, z"" +..+az +a,. Toate rezultatele legate de
polinoamele reale

se extind pentru polinoame complexe. Operatiile cu polinoame complexe (adunarea, inmultirea
si impartirea) se definesc ca si cele pentru polinoame reale.

P(z)

- functiile rationale f:C—{z,z,,....z,} > C, f(z)= ,unde P,Q sunt polinoame complexe

o(z)
sl z;,2,,...,z, sunt numerele complexe pentru care se anuleaza numitorul fractiei.
. R o .. az+b
Un caz important il reprezintd functiile omografice f(z)= J
cz+

2.2.2. Functia exponentiala
Functia exponentiald este f:C—C, f(z)=¢" definita prin
e =e" =¢"(cosy +isiny).
Deoarece e >0 pentru orice xR §1 cosy +isiny #0 pentru oeice y e R rezultd ca functia

exponentiala nu poate avea valoarea 0.
Sunt importante urmatoarele proprietati ale functiei exponentiale :

2 z z z
-e Tlt—+—+ .+ —+ .
21 n!
_ ezl ‘ezz =ezl+zz
_ 1
- e z :_z
e
2]
_ € _ 21—2,
e”

Daca z =x+0i este numar real atunci ¢* =¢" (cos 0+isin 0) =e¢", deci exponentiala complexa
este o extindere a exponentialei reale.

2.2.3. Functiile hiperbolice
Functiile hiperbolice complexe sunt definite in mod asemanator cu cele reale.

z —Z

—e

- sinusul hiperbolic este shz = ¢

zZ -z
. . . e te
- cosinusul hiperbolic este chz =——

Aceste functii au urmatoarele proprietati (analoge functiilor hiperbolice reale):
- ch’z—sh*z =1

- ch(z1 + 22) =chz, -chz, + shz, - shz,
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- sh(z1 + zz) =shz, -chz, +chz, - shz,

2.2.4. Functiile trigonometrice
Functiile trigonometrice complexe se definesc cu ajutorul functiei exponentiale :

. . e“—e"”
- sinusul este sinz = ,
2i
. eiz + efiz
- cosinusul este cosz =——
sinz
- tangenta este gz =
cosz

Aceste functii au proprietatile cunoscute ale functiilor trigonometrice reale :

- sin*z+cos’z =1

- cos(z1 + zz) =€0Sz, -COSZ, —sinz, -Sin z,

- sin(zl + zz) =sinz, -€c0Sz, +€0Sz -sinz,

Intre functiile hiperbolice si cele trigonometrice exista urmatoarele relatii :

cosz = ch(iz) , i-sinz=sh(iz), i-tgz= th(iz) , chz= cos(iz) , [-shz= sin(iz) , I-thz= tg(iz)

2.2.5. Functii multivoce

Functiile multivoce (numite si functii multiforme) fac sa corespunda fiecarui element
din domeniul de definitie mai multe valori.
* Functia Argument este Arg:C — P(C), Argz={argz+2kx, keZ}
Aceasta definitie este justificatd de faptul ca, pentru orice @, =argz +2kx € Argz are loc relatia
z=z] ‘(cos @, +isin ¢k) = z|e"% , deci existd mai multe valori ce pot inlocui argumentul lui z in
forma sa trigonometrica.
Se scrie z =] z| e &

1

. Functia radical f(z)=2z" asociazi lui z multimea de valori {z,,2,,...,z,} , unde
1
- argz +2k . argz+2k . "
z, =z (COSM +i smuj . Toate aceste valori satisfac z," =z.
n n
. Functia logaritmicd f(z)=Lnz este datd de

Lnz={In|z|+i-Argz} ={In|z|+i-(argz +2knr), ke Z}.

Ea poate fi interpretatd ca fiind inversa functiei exponentiale in sensul cd e =z.

. Functia putere f(z)=z",unde 4eC este definitd prin z* ="

Se definesc de asemenea inversele functiilor trigonometrice si ale functiilor hiperbolice, dar ele sunt
mai rar folosite in calcule.

1+7i

. pes ~ ; ki . . T, .
Exercitii : 1. Sa se calculeze : ¢', ¢, ¢ 2, cos(i), sin~i, tg (1+7i)

- ¢ ="' =¢"(cos1 +isinl). In aceastd expresie numdrul 1 reprezintd un radian, adicd

360

— ~57,32 grade.
2
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AU (cos7z +iSil’172') =e

N

k=i 0 T .. T . .
-e? =¢ (cosk;ﬂsmk;) si valorile depend de &

N eTHe elael P+l
- cos(z) = = =
2 2 2
el 2 —el 2! e 2 _ 2 "2 _ g2
- sin| —i|= = =i
( j 2i 2i 2
sin(7z +i) (ei(”ﬂ) _eii(”ﬂ)) e e e'(-)-é'(-1) e—1/e
- tg(ﬁ+i) = = = = :

cos(7z +i) l-(ei(””) +e*i(ﬂ+i)) - i(e"”’” +e1"”') - i(e‘l(—l) +e! (_1)) - (e+1/e)

2. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii: ciz=0, sinz=3, e" =1+i

—Z

~ 1 o ~ x+i X ..
=0 rezultd ¢ +— =0 adica & =) = 2 (cos2y+zsm2y)=—1.
e

sin2y =0
e* cos2y=-1 7 x=0
Y

4
. e te
dinchz =

rezultd < cos2y =-1 adica . Solutiile ecuatiei sunt
=(2k+1)7

2

Din sistemul
esin2y =0

e =1

numerele complexe z, =i(2k +1)=.

N . e”—e"” ~ - ~ . .
-in ecuatia sinz =———— =3 notdm ¢ =¢"; rezultd > —6ir—1=0 adicd 7, =3+2/2
; ,
Din e =) = gt = g (cosx +isinx)=3+2+2 rezultd, prin identificarea partilor reale si
imaginare, cosx =0, sinx=1, e’ =3+ 22 Solutiile ecuatiei sunt

zZ, :ln(312\/5)(cos 4k2+17r+isin 4k2+17rj, keZ

e"cosy=1

- & =" =¢"(cosy +isiny)=1+i aratd ci { . Din Impartirea ecuatiilor rezulta

e'siny =1
_— T . - V4 .
tgy =1, adica y:Z+2k7z (deoarece cosy >0 si siny>0). Atunci e :1/cos(zj:2/\/§ si

x=ln\/5.

Solutiile ecuatiei sunt z, =In~/2 +i(% + Zkﬁj .

2.3 Elemente de calcul diferential

Calculul diferential opereaza cu notiunea de functie derivabila.

Functia f este derivabila in punctual z, daca limM

= 1'(z,) existd si este
) z—1z,

finita.

39



O functie derivabila 1n toate punctele unei multimi se numeste functie olomorfa pe
multimea respectiva

Definitia este analogul complex al definitiei derivatei unei functii reale. In legatura cu
derivabilitatea unei functii intr-un punct dat exista un rezultat important, Teorema Cauchy-
Riemann

Teoremd (Cauchy-Riemann) Dacd functia f(z)= f(x+iy)=u(x,y)+i-v(x,») este
derivabila in z, = x, +iy, atunci usi v sunt derivabile in (x,,y,) si derivatele lor satisfac

ou ov

g(any()) :a_(xoayo)
conditiile (numite conditiile Cauchy-Riemann) ya
u %
o )= o

In cazul in care functiile u §i v au derivate partiale continue in (x,,y, ) si acestea satisfac
conditiile Cauchy-Riemann, functia f este derivabild in z,.
In punctele in care 1 este derivabila, derivata ei se calculeaza folosind formula

7(z0) = Gt ) i (vo30)
Exercitiu : S se determine punctele in care functia f(z)=z" +z-z este derivabila si sa se
calculeze derivata ei in aceste puncte.
Functia f se scrie f(z) = f(x + iy) = (x +iy)2 + (x + iy)(x—iy) =2x? +2xyi . Rezultd
u(x,y)=2x" si v(x,y)=2xy. Cele doua functii au derivate partiale continue, deci conditia

necesara si suficienta pentru ca f sa fie derivabila in (x, y) este datd de conditiile Cauchy-

Riemann.
u_av
ox 0 4x = ) =0 )
Y conducla i cu solutia %77 Rezultd ca singurul punct in care f este
Ou __0v =2y Yo =0
oy ox
derivabild este z, =0+0i =0 . Derivata functiei este f'(0) :a—”(o,o) + i?(0,0) =0+i0=0.
X X

Teorema este verificatd de toate functiile elementare definite in paragraful anterior in toate
punctele domeniului de definitie. Rezulta ca aceste functii sunt derivabile pe domeniul lor de
definitie, adica sunt olomorfe pe domeniul de definitie.

Pentru calculul derivatelor functiilor elementare se pot folosi regulile de derivare si
principalele derivate cunoscute din liceu pentru functiile reale.

Exercitiu : Sa se determine multimile pe care functiile urmatoare sunt olomorfe si sa se
calculeze derivata lor :

1. f (z) =1+3z+92" ; Functia este definitd pe C, deci este olomorfd pe C, iar derivata este
f'(z)=3+9-5z" =3+457*
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; Functia este definitd pe C— {1}, deci este olomorfa pe C —{1}. Derivata ei este

2. f(z):iij

(1+z)'(l—z)—(l—z)'(l+z):1—z+1+z: 2

(1-2) (1-2)"  (1-2)

3. f(z ) = —1 Domeniul de definitie al lui /' este multimea punctelor pentru care e +1#0.
e +

7o)

Ecuatia ¢’ +1=0 are solutiile z, =(2k +1)7i, deci f:C—{(2k+1)7i , k € Z} si este olomorfa pe
aceastaa multime. Derivata sa este

f@k@fﬂﬂé—Q{é—W@wﬂ_é@hﬂ—f@ﬂﬂ_ e

(éqf (aqf (J4f'

2.4. Elemente de calcul integral

Functiile complexe f(z)= f(x+iv)=u(x,y)+iv(x,y) sunt in esentd functii definite pe o
submultime a lui R* cu valori in R*. Pentru astfel de functii se poate calcula integrala
curbilinie de al doilea tip pe o curba y neteda pe protiuni si orientata. De aceea integrala
complexa este de fapt o integrala curbilinie “mascata” de formalismul complex.

2.4.1. Integrala curbilinie complexa

Daci y:[a,b] > C, y(t)=x(t) +iy(¢) este o curba netedd pe portiuni (are tangentd in toate
punctele sale, cu exceptia unui num finit dintre ele) si functia
f(z)=f(x+iy)=u(x,») +iv(x,y) este continud pe y atunci integrala curbilinie complexa este
definita prin

If dzn:tj(u (x,y) +iv(x,y))(dx +idy) =j(u (x,y)dx—v(x,y)dy) +ij(u (x,y)dy +v(x,y)dx).

4 4 4
In practlca se poate folosi direct urmatoarea formula

jf(z)dz =i[u (x(t),y(t)) +iv(x(t),y(t))]-[x'(y) +iy'(t)}dt.

a

Exercitii : Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii complexe
1. I;dz pe curba 7:[0,1]—>C,7(t)=(t,t2).
4

j;dz=j(x iv)(dx +idy) jt zt 1+i2t)dt=j[(t—it2+i2t2—i22t3)dt=
0 0

v v

1 4 3
_ 1
=I(t+2z3)dt+ijz2dt= ol il (=140
0 0 273 3

2. jzzdz pe 7:[0,1] > C, y(¢) =t +ir’

4
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J-zzdz =J-(x2 -y +2xyi)(dx +z'dy) =J-(x2 —yz)dx—2xydy +ij2xydx + (x2 +y2)dy =
r y 7 y
3

1 1 5 5 4 3 5
, £ e (2 P 219
=I((t2 —t4)1—2t32t)dt+lj(2t-t2 -1+(t2 —t4)2t)dt=[?—?—4gJ = +1(2—+?——j (=4

0 0

2.4.2. Integrala definita
Daca functia f este olomorfa pe un domeniu care contine curba y atunci integrala

curbilinie complexa a lui /' pe y nu depinde de expresia analitica a lui y ci numai de

extremitatile sale. In acest caz se poate construi o teorie a integralelor analoga cu teoria
cunoscuta de la functii reale.
Primitiva functiei f pe domeniul D este functia F: D — C, olomorfa pe D care satisface

F'(z)=f(z) pentru VzeD.

Dacd f:D — C este olomorfd pe D atunci, pentru orice z, e D functia F(z J- f(2)dz esteo
20

primitiva a lui f .

Daca D este un domeniu simplu conex, f: D — C este olomorfa pe D , F este o primitiva a sa,

atunci si z,,z, € D atunci

[ £()i=F()-F ().

Formula anterioara este analogul complex al formulei Leibnitz-Newton de la functii reale.
Pentru calculul primitivelor functiilor elementare se pot folosi formulele cunoscute din liceu.

3
De exemplu, o primitivé a functiei f(z)=2z" este F(z) —% :

De asemenea, metodele de calcul pentru primitive (integrarea prin parti si schimbarea de
variabild) pot fi folosite dupa modelul functiilor reale.
Exercitii : Sa se calculeze urmatoarele integrale definite

i
1. .[Zdz e r=e" —e’ =cosm+isingr—1=-2
0

i i -1

2. jzsinzdz :{ (_cosz)'dz =—zcosz |2, +£coszdz = —jcosi +sini =—i( 2+e +£ 2;6 )
1 + th (1 + l‘gz)2 - (1 + tgl)z 1
1 1 [ - = ——
J.cos z ~[ +ige)(1+1g2) dz 2 = 2 2

0

2.4.3. Integralele lui Cauchy
Integralele lui Cauchy sunt integrale pentru functii cu expresia analitica speciala.
Teorema (Cauchy) Fie f: D — C o functie olomorfa pe domeniul D si continud pe

domeniul D reunit cu frontiera sa. Atunci f este indefinit derivabild pe D si derivata sa de
ordinul » in punctul z, € D este datd de formula
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PRI I G

27 FrD (Z - Zo)n+1

Integralele din membrul drept al egalitatii de mai sus se numesc integralele lui Cauchy.

Formula este de obicei folosita pentru calculul integralelor, dar poate fi folosita si pentru
calculul derivatei de ordinul n. Se observa ca valoarea acestor derivate este obtinutd doar cu
ajutorul valorilor lui f pe frontiera domeniului.

Metoda de calcul

- se identifica numerele complexe z care anuleaza numitorul si care sunt in interiorul
domeniului

- seidentifica functia f si numarul »

- se aplica formula de calcul

Exercitii : Sa se calculeze urmaatoarele integrale

1. [, = I Mdz . Se descompune in factori numitorul si se obtine

) 2244243
2]=2

ch (iz)
PR L G
=2 (Z + 1)(2 + 3)
Numitorul se anuleaza in z; =-1 §i z, =-3.
Deoarece |z |[=1<2 rezultd ca z este In interiorul domeniului marginit de cercul |z |=2.
Deoarece |z, |=3>2 rezulta ca z, este in exteriorul domeniului marginit de cercul |z |=2.

ch(iz) ch(iz)
: (z+3) (z+3) o ch(iz)
Integrala se scrie 7, = .[ dz = .[ ————=dz . In aceasta situatie f (z) = , Zo =—1
s (z +1) b2 (z—(—l)) z+3
si n+1=1deci n=0.
Din teorema lui Cauchy rezultd I, =2zi- f(-1)=2xi @ .
2.1, = J- Lolz. In acest caz numitorul se anuleaza in punctele z, =0 si z, =6.

225 (22 - 62)
Deoarece |z, —2|=2<5 si |z, —2|=4 <5 rezultd cd amandoud punctele sunt in interiorul curbei
|z—2|=5. Formula din teorema nu se poate aplica direct, de aceea se deacompune integrala si
se plica formula pentru fiecare termen.

e LSt et [ i L T

|z-2/=5 |z-2/=5 |z-2/=5

22

Pentru prima integrald f(z)=e¢” ,z, =6 si n=0 iar pentru a doua integrald f(z)=e", z, =0

sin=1.

I, = 2721'(1636 —leoj
6 6
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2.4.4. Teorema reziduurilor si aplicatii

Prin teorema reziduurilor sunt precizate metode de calcul mai simple prntru unele integrale
complexe. Aceastd teorema poate fi folosita si in calculul unor integrale reale.

Teorema se bazeaza pe calculul “reziduurilor ” atasate punctelor in care functia de integrat
nu este definita, asa numitele puncte ’singulare ” identificate si clasificate cu ajutorul
dezvoltarii in serie a functiei de integrat.

. - 2
*  Seriile Taylor au forma Y a,(z-z,)" =a,+a,(z-z)) +a,(z—z,) +..+a,(z—z,)" +...
n=0
Domeniul de convergenta al seriei este discul D(z,,R), unde raza de convergentd R se

1
lim4f|a, |

Teorema : Daci functia / este olomorfé pe discul D(z,,r) atunci pentru orice z e D(z,,r)

calculeaza prin R =

are loc relatia

' n (n)
£(2)= 1 (z) + L20) Efo) (z-z)+ L) ;Zo) (z-z) +. L \70) n('zo) (z-2,)" +...
Aceasta este dezvoltarea functiei in serie Taylor.
Urmatoarele dezvoltari 1n serie Taylor sunt foarte importante:

1 1 1 .
a) e =l+—z+—z +..+—z"+.. pentruorice zeC
n 2 n!
1 15 15 1, .
b) sinz=—x-—x"+—x"——x' +... pentruorice zeC
3! 5! 7!
C) cosz=1——'x +Zx —ax +...  pentruorice zeC
d) =l+z+z+2+...+Z7"+...  pentruorice zeC cu |z|<I

1-z

Exercitii: Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul punctelor indicate urméatoarele functii:

1. 1(2) =1 . Sescrie f(z) S si se aplicd dezvoltarea d).
)

Rezultd f(z)=1-z"+z"-z°+ ..., egalitate ce are loc pentru orice z cu proprietatea ci |z |<1.

z Z2 Z3 z Zz Z3
TR TR A LR TR TR
e ! ! ! ! ! !
2. f(z)=shz. Deoarece shz =% rezultd f(z)= > ,
. Z2 4 Z6 . .
adica f(z)=1 EETRDTRETREE Egaliatea are loc pentru orice zeC

(2241) (22+1)° (2241)

3. f(z)=sin(2z +1). Se aplica dezvoltarea b). Rezultd f(z) . 3 5

. Se scrie f = L P Y Egalitatea are loc pentru orice z

+ f(z)=3zl+1 1-(-32)

cu proprietatea ca | z|<1/3.
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* Seriile Laurent au forma

N

ZOO: a,(z-z))" =+a_,(z-z) " +..+a, (z—zo)71 +a, +aq, (2—20)2 +..+a,(z-2)" +..
n=—w

a*l a72 a—n o . l~ « . f
+.+ +... se numeste partea principala a seriei.

(z—zo) (Z—ZO)2 (z—zo)n

Expresia a, +a,(z—zy)+...+a,(z—2z,)" +... este partea intreagi a seriei.

Expresia

Domeniul de convergenta al seriei este coroana circulard U(z,,7,R)={zeC | r<|z—z,|<R}

- . 1
unde = lim §/|a,| $1 R=———.
A lim#/ a, |
n—>0

Teorema : Daca functia f este olomorfa pe o coroani circulara U (zo,r,R) , atunci

f este suma seriei Laurent Y a,(z-2z)", unde q, :L. .[ L)Hdz si 7 este un cerc
27i Y (Z — "

zy)

n=+oo

n=—ow
centrat in z;, continut in coroana U .
Pentru realizarea dezvoltarii in serie Laurent se calculeaza coeficientii a, folosind formula din
teorema anterioara (ceea ce e dificil) sau se folosesc dezvoltari (in serie Taylor) cunoscute deja

Exercitii : Sa se dezvolte in serie Laurent, in vecinatatea lui z, =0 urmatoarele functii :

: 3 5
1. f(z)= 02 Folosind dezvoltarea functiei sinz obtinem f (2) L AL S
z ’ ’ z 31 51 7!
2. g(z)=€"*. Din dezvoltarea in serie Taylor a lui ¢ rezultd
1 1 1
z)=1+—+ +...+ +....
sE) =

3. h(z) = 2 cosL. Avem h(z)=z*1- PR S N —i+i— !

' z 2022 4124 6128 ! !
* Un punct z, se numeste punct singular izolat pentru functia /' daca / este olomorfa
pe un disc centratin z,, dar nusiin z;.
Spre exemplu z =2 este punct singular izolat pentru f(z) :%.

-
De obicei functia f nici nu e definitd in punctele sale singulare.
Pentru a clasifica punctele singulare consideram dezvoltarea lui f in serie Laurent in jurul lui
2y
b b, n
f(z)=...+ Lt +a0+a1(z—zo)+...+an(z—zo) +...
(z - ZO) (Z - Zo)

Punctele singulare se clasifica astfel :

- punct eliminabil, dacd b, =0 pentru orice ne N . In aceastd situatie lim f(z) existd sie

finita.
- pol de ordin » daca b, #0 si b, =0 pentru orice p >n.
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In acest caz f(z)=( b, y +...(Z blz )+a0+... si lim(z-z,)" f(z)=b,#0
z—1z, -2z z>z,

-esential, daca existd o infinitate de termeni in partea principald a dezvoltarii.

Exemple : 1. z =1 este punct singular eliminabil pentru f(z)= e -1 deoarece f are
w222 4+ . — 2 -l . .
dezvoltarea f(z)=1 2z o k2l 1=%+§+%+...+Z : +..., deci nu existd
z : : . n.

termeni la partea principala a dezvoltarii.

2. z; =-1 este pol de ordinul 2 si z, =1 este pol de ordinul 1 pentru f(z) =%
zZ+z —z-1

deoarece =L 1lim(z-1 = Jim 2% =Sl—nl¢0 1
/() (—1)(x+1) fm(==1)7(:) Sl(xel) 4
lim (z+1)° £(2) = lim 02 =501 g

z—>-1 z—-1 (x—l) 2
In majoritatea cazurilor ordinul polului este exponentul cu care expresia (z —z,) apare la

numitorul functiei studiate.
1

3. z=0 este punct singular esential pentru f (z) =e pentruci / are dezvoltarea

f(z)=l+L+ L

'z 2122 nlZ"

+..., deci in partea principald a dezvoltarii apare o infinitate de

termini.

* Reziduul functiei / in punctul singular izolat z, este Rez, (z,) =1in3% j f(z)dz .
"~ 7l C(zo,r)

N~ . . . 1 . n
Se poate aréta cd Rez, (z,) =h,, unde b, este coeficientul fractiei ﬁ din dezvoltarea in
zZ—2Z
serie Laurent a functiei f in jurul lui z,.
Practic el se calculeaza folosind urmaroarele formule:
- dacd z, este punct singular eliminabil atunci Rez,(z,)=0.

(n-1)

‘(ZO)

In aceastd formula exponentul (n—1) aratd ci expresia din paranteza se deriveazd de n -1

- Daci z, este pol de prdinul » atunci Rez, (z,) =ﬁ[(z —z,)" f(z)}

ori iar simbolul | (z,) aratd ci expresia care il precede se calculeazd in z =z,.

Formula este usor de folosit in cazul n =151 n=2. Daca n>2 e preferabil saa se realizeze
dezvoltarea 1n serie Laurent si sa se identifice coeficientul b, .

Daci z,este pol de ordinul T atunci Rez, (z,) = lim (z-z,) f(z).

Daci z, este pol de ordinul 2 atunci Rezf(zo)Z[(z—zo)zf(z)] 1(z)

- Daci z, este punct singular esential atunci se foloseste Rez, (z0) =0
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Exerecitii : Sa se calculeze reziduurile functiilor urmitoare in punctele indicate.

1. f(2)=5 L in z, =0. Deoarece z, =0 este punct singular eliminabil rezultd Rez,(0)=0
2. f(z2)= 2 inz=-1siin z =1.

(+—1)(x+1)’

z, =—1 este pol de ordinul 2 deci

ez (=1)=|(z+ 2 sinz | = ﬂ _ =(z—1)cosz—sinz ~ =sin1—2cosl
e (1| ot (=[] (=t i

=1 este pol de ordinul 1 deci Rez,(1)=lim(z-1 sin z _sinl
b ’ 7 (1) =lm(z )(z—l)(z+1)2 4
1
3. f(z)Ze; in z, =0. Deoarece f(2)=1+L+ ! + ! +... rezultd cd z, =0 este punct

'z 21z nlZ"

singular esential si Rez,(z,) =% =1.

Teorema reziduurilor: Daca f:D — C este o functie olomorfa pe D, iar y c D este o

curba simpla, inchisi, neteda pe portiuni, care are in interiorul ei un numar finit de
puncte singulare z,z,,....z, alelui f, atunci

If(z)dz = 27Z'i§Rer (zk)

dz

z[z(z_l)(z2 +1).

Numitorul fractiei se anuleaza in punctele z, =1, z, =i §i z; =—i

Exercitiu: Sa se calculeze / =

Deoarece |z, |7 z, |7| z; |=1<2 rezulta ca cele trei puncte sunt in interiorul curbei pe care se
calculeaza integrala.

Z) =1 este pOl de ordinul 1 sl Rer (I)ZIZILI}(Z—I)WIZZ-FI):%
z, =i este pol de ordinul 1 si
1 1 i i+1_i-1
R ) =1li - =1 = = =
ezy (i) =lim(z l)(z—l)(zz ) G (e 4
z, =—i este pol de ordinul 3 si
1 1 i i-1_i+l
Rez, (i) = li ' = i - _i=l_
ez () Zim,-(z“)(z_l)(zz ) e (e 4

Atunci I =27i(Rez, (z)+Rez,(z,) +Rez,(z)) =2m‘& +%+%) =(1+2i)7i.
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Exista trei clase de integrale reale calculabile cu reziduuri :

I) .[ %dx, unde P si O sunt polinoame, cu grad (Q) = grad (P)+2 iar O nu are
J 0o(x

radacini reale.

P(z)

Daca z,z,,...,z, sunt polii lui m ce au partea imaginara pozitiva, atunci

TP(x)

dx = Zm'Zk:Rez£ (zp).

—0 Q(x) p=l1 0
2z ix —ix
. e te .
1) j R(cosx,sinx)dx. Pentru calcul se folosesc formulele cosx =— s
0
sin x =;—.e si se noteazd z =e¢". Atunci x :llnz si dx ='ldz .Avemsi |€” |5z |=1.
1 1 1z
Integrala devine
27
+ - .. ~ ~
I R(cosx,sinx)dx = j R[z 21 & = 21./Zj£ iar inegrala complexa se calculeaza cu teorema
1 |74
0 |z[=1

reziduurilor.

11 .[ R(x)cos(px)dx si j R(x)sin(4x)dx, unde R(x) este o functie rationala si

lim R(x)=0.

X—>0

Cele doua integrale se calculeaza inpreuna
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2. ANALIZA FOURIER

Analiza Fourier este un instrument important in studiul semnalelor cu grad mare de
complexitate (semnale sonore, semnale electrice, unde seismice, etc.)

Problemele fundamentale ce se rezolva cu ajutorul dezvoltarii in serie Fourier sunt

- analiza unui semnal periodic, adica stabilirea semnalelor armonice fundamentale care
il compun. Din punct de vedere mathematic aceasta inseamna determinarea coeficientilor
Fourier 1n seria corespunzatoare functiei ce descrie semnalul.
- sinteza unui semnal periodic, adica stabilirea combinatiei de armonici fundamentale
prin suprapunerea carora se obtine semnalul dorit. Din punct de vedere mathematic
aceasta Tnseamna studiul convergentei seriei Fourier atasatd armonicilor fundamentale
considerate

Tratarea semnalelor neperiodice se face cu ajutorul integralei si a transformatei Fourier
atasatd functiei ce descrie semnalul.

Pentru prelucrarea numerica a semnalelor se foloseste transformata Fourier discreta si
varianta ei mai economica din punct de vedere al timpului de lucru, transformata Fourier
rapida.

In acest capitol sunt prezentate rezultate de baza legate de aceste obiecte si tehnici
matematice

3.1.Serii Fourier

O functie f:D—C este periodicd cu perioada T dacd f(x+T)=f(x) pentru orice
xed

Exemple :

1. Functiile f,g:R—> R, f(x)=sinwx si g(x)=coswx sunt periodice cu perioada 27/ w.
2. Functia armonicd f:R—>C, f(t)=¢” =coswt+isinwt este periodici cu perioada

2rlw.
3. Suma unor functii periodice nu este neaparat o functie periodica.

n
. . T ~ o, ~
Functia f(f) =Y a, (cosayt +isinem,t) este periodicd doar dacd raportul —-este numar
- .
k=1 J
rational pentru orice i,/ €{l,2,...,n} . Dacd macar unul dintre rapoarte este irational functia
obtinuta este foarte complicate.

Se considerd multimea de functii I* ([—Z,l]) ={f:[-LI] >R | f? esteintegrabila} .
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Teorema : Orice functie eI’ ([—Z,l])este suma unei serii trigonometrice , adica

existd numerele reale a,q,,... $i b,b,,... astfel incat

f(x+0)+f(x—0
2
Coeficientii seriei sunt

) =a7°+ Z(ak cos@+bk sin@j pentru orice xe[-,7]. (1)
k=1

nmwx

I I I
a, :Hlf(x)dx, a, :%J’lf(x)cos”;”—xdx, b, =%.[f(x)sianx. )

Seria (1), cu coeficientii (2) este seria Fourier asociatd fucntiei f* pe intervalul [—l,l] .

In punctele in care f este continua are loc relatia

0

k .k
f(x) =% + Z(ak cos% +b, sm%)

k=1

I
. ~ . o . 2 .
Observatii: 1. Dacd functia f este pard atunci a, =7 .[ f (x)cosgdx $ib =0, VneN
0

1
2. Daca functia f este impard atunci a, =0, Vne N §i b, :%If(x)singdx.

0
Exemple: Sa se dezvolte in serie Fourier urmitoarele functii, pe intervalele indicate:
1. f:[—ﬂ',ﬂ'] —C, f(x) =x.

a, =% I f(x)dx =% I xdx =0 . Folosind formula (2) rezultda, =% j xcosn—zxdx =0.

-

Aceste calcule pot fi evitate observand ca f este o functie impara si folosind observatia

2(-1)°

n

. °° - . . .2 . .
Deci f(x)=x=0+20‘cosmz+z ‘smnﬂ=2(smx—sm7x+sm3?x—sm7x+...J.
n=l1 n=1

Deoarece functia este continud pe [, 7], egalitatea are loc pentru orice x e[-7,7]

2. f(x)={

x, daca 0<x<r

0, daca—-7<x<0

L] (gaem L= o= o= fromman=CUL
ao—”.[[f(X)dx—ﬂ.([xd =5 an—”.[[f(x)cos - dx—.([xcosnxdx— .
_17 : (=)™ o
b, =— j f(x)sinnzdx =+—"—. Rezultd ca
7[_” n
f(x) :ﬁ+(__2cosx+sinxJ—sin2x+(_icos3x+lsin3xj_sin4x N
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2 1 1 1

Pentru x=0 din formula de mai sus obtinem 0=2_% I+ S+ o+ +—t.,
T 3 5 (2n +1)
adica
2 2
/4 1 1 1 . .
—=l+5+—+. . +———+., ceea ce conduce la o aproximare a lui —. In multe
8 3 5 (2n +1) 8

ocazii dezvoltarile in serie sunt folosite pentru aproximarea unor numere reale.

Observatie : Deoarece lima, =limb, =0, rezultd ca functia /' poate fi aproximata

n—>0 n—»0
folosind primii termeni ai seriei Fourier atasate, restul termenilor avand o
contrbutie redusa. De obicei se folosesc primii 32 de termeni.

Seria (1), cu coeficientii Fourier (2) poate fi scrisa sub forma complexa astfel :
f(x+0)+f X — 0 k=+0 ikmx

“See T

unde c, =%(ak —ib), .y :%(ak +ib, ) pentru k>0 si ¢, :%

Forma spectrala a seriei (1) este

S(x40)+/(x=0) _ay (@+ j
kZ=1: i SI / &

2 2
unde 4 =\a +b  si ¢ este arcul pentru care cosg, :% si
a, +b,

b,

sin -
P —
a,” +b
A, se numeste amplitudinea armonicii de ordinul % iar ¢, este defazajul acestei
armonici.

3.2. Formula integrala Fourier

O functie f:R—> K (unde K =Rsau K =C) este derivabila pe portiuni daca in orice
interval [a,b] existd o multime finitd de puncte, x;,x,.....x, astfel incat
- f este derivabild pe [a,b] cu exceptia punctelor x;,x,...,x,

- in fiecare din punctele x,,x,,..,x, functiile f* si /' au limite laterale.

Teorema (formula integrald Fourier): Daca f:R— K este o functie derivabila pe

portiuni si absolut integrabilda pe R (adica integrala improprie j f (x)dx este

convergenta, atunci are loc relatia
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9

f(t)=lT[Tf(r)cos}t(t—r)drjd/1. (3)

—00

Observatii : 1. Formula (3) poate fi scrisa sub urmatoarele forme :

0=, ] [I f(r>efﬂ<”>df}m

sau f(t):ifem[ff(r)ede]dl:ﬁjpem[ﬁff(r)emrdT}dl.

—00

2. Daca f este o functie pard atunci formula (3) devine

£(1) =£Tcoslt[Tf(f)coslrdrjdl

9

—00

3. Daca f este o functie impard atunci formula (3) devine

7(1) =£Tsin)tt[Tf(r)sin}trdr]d}t

9

3.3. Transformata Fourier (integrala)

Transformata Fourier integrald a functiei / satisfaacand conditiile din
teorema anterioara este

F(f):R> K, F(f)(l)=ﬁiff(t)e“’dt.

Functia F se numeste imaginea lui f prin operatorul de transformare Fourier iar
f se numeste originalul lui F . Intre f si F existd urmatoarele formule de legatura :

+o0

F(2) =ﬁj a0 = [ F(2)e#da

Caz general

2r

—00

0

F(A) =\/%Tf(t)cositdt f(6)= EIF(A)cosﬁtd/l

%

Pentru functii pare

0

F(2) =\/%Tf(t)sin/1tdt f(6)= EjF(,l)sin,mz;t

%

Pentru functii impare

Principalele proprietati ale transformatei Fourier sunt prezentate in tabelul urmator :
Denumirea proprietatii | Formula
Liniaritata Flaf+pg)=aF(f)+pF(g)
Omotetia 1 A
F(f(at))(2) =mF(f)(;J
Translatia F(f(t+a))(/1)=e”“F(f)(/1)
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Derivarea originalului F(f("))(ﬂ«) =(iA)" F(r)(2

)
Derivarea imaginii (F(f))(n) (2)= l.n+zF(tnf(t))(/1)
Produsul de convolutie | F(f*g)(4)=v27F(1)G(2)

In ulima proprietate produsul de convolutie a doud functii f si g este definit prin

(r*e)(e) =iff(f)g(t—z')dr.

Cu ajutorul transformatei Fourier se pot rezolva unele ecuatii integrale, numite ecuatii de
tip Fourier :

a) Ecuatia If(t)e”’dt:g(/l), AeR are solutia f(t)=zijg(}t)e”’d}t , teR
V4

0

b) Ecuatia jf(t)cositdt=g(/1), A€R are solutia f(t)=£jg(i)cositd/1 ,teR
0 4 0

o0

¢) Ecuatia [ f(¢)sinAtdi =g(2), 2€R are solutia f(t)=£.[g(/1)sin/1td/1 ,teR
T
0

0

Exercitii: Sa se resolve urmatoarele ecuatii functionale (cu necunoscuta f):

1. .[ f(t)sinitdt=e*. Notind g(A)=e” i aplicand formula c¢) obtinem
0

f(1)= zj‘e’l sin Atd A =——1 (se integreaza de doud ori prin parti)
Ty 7[(1‘2 +1)

Notand g(1)= si folosind fromula b) obtinem

A%+ A%+

2 1 .- - - . . .
f(1)= —J-z— cos Atdt . Aceastd integrald se calculeaza folosind teorema reziduurilor (de
T

A +1
itz
la functii complexe). Se noteaza g(z)= o dz .
+z
@© e[tz itz e[tz e—t P
j—z =27i-Rez, (i) = 27i-lim——(z i) =27i - lim —— = 27i—=—.
T4z 1 (1+22) i (z+1) 2 ¢
.7 "  costz © sintz r  costz 7 . 1
Din dz=| —=-dz+i dz="—-+0-i rezulta dz="—,deci f(t)=—
J;Cl+z2 J;Cl+z2 ~[Cl+z2 e J;Cl+z2 e /() e

3.4. Transformata Fourier discreta
Aceasta transformata se foloseste pentru analizarea unor semnale discrete, adica ale unor

functii x definite pe multimea numerelor intregi. Valoarea x(n) poate fi interpretata ca
rezultat al unor masuratori realizate la momentul de timp ».
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Fie N un numadr natural dat si x:Z — C o functie periodica cu perioada N, adica
x(n+N)=x(n) pentru orice numér natural »n. Transformata Fourier discreti a

funtiei x este
1 & 27wmn 2xmn
X:Z—>C,X(m)=—> x(n)| cos —isin . 4
()= Sl s 25 —isin 220 ) o
Analogia cu transformata Fourier integrala este evidenta.

Observatii : 1. Functia X este si ea periodica de perioadd N, prin urmare atat x cat si
X sunt perfect determinate daca se cunosc valorile lor in punctele 1,2,...,N .

2. In practica semnalele nu sunt periodice, dar masuratorile se realizeaza intr-un interval
finit de timp [O,N ] . Pentru a folosi transformata Fourier discretd se considera semnalul
x:{,2,..,N} > C prelungit prin periodicitate la multimea Z. Adicd x(n+kN)=x(n)
pentru orice ke Z

Transformata Fourier discretd inversa a semnalului X :Z — C, periodic cu perioada N
este

& 2rmn . . 2xmn
x:Z—>C, x(n) mZ::‘)X(m)(cos I +isin v J (5)

Formula (4) permite descompunerea semnalului discret intr-o suma de semnale discrete
fundamentale iar formula (5) reconstruieste un semnal discret atucni cand se cunosc
semnalele fundamentale care il compun.

Exercitiu : Sa se calculeze transformata Fourier discretd a semnalului x(n)=a”,
a>0 definit pe {0,1,..., N —1} si prelungit prin continuitate pe Z.
1 & 27wmn 27rmn 1 & n 1—a"w
X(m)=—)>» a"-| cos —isin =— aw") = —m——— entru
( ) NHZ:;‘ ( N N J NHZ:(‘;( ) I—aw™ P
med{l,2,..,N—1} sidacd w" —a=0.

Dacd w" =a atunci se poate ardta cd X (m)=1.

N-1
Pentru m =0 se obtine X (0) =%2w° =1
n=0

3.5. Transformata Fourier rapida

Transformata Fourier rapida este o varianta a transformarii Fourier discrete, caz in
care numarul de operatii aritmetice efectuat pentru a calcula expresiile din formulele (4)
si (5) este minim.

Algoritmul ” Fast Fourier transform ” (transformata Fourier rapidd) a fost propus
de J. W. Cooley si J. W. Tuckey in 1965. El este acum folosit cu predilectie pentru
calcului transformatei Fourier discrete din acuza economiei de timp de calcul.

Formulele (4) si (5) se pot scrie sub forma complexa astfel :
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X(m)=g Xxlmw @)
x(n) = Z:()X(m)wm” (5%)

27i

unde w=e ¥ este un numér complex cu modulul egal cu 1.
Formulele (4°) si (5°) necesitd realizarea a N* inmultiri de numere complexe,
deoarece m si n iau toate valorile din {0,1,2,...,N —1}.
Folosind numere naturale de forma N =2 si un procedeu special de calcul se
realizeazd Nlog, N =k-2* inmultiri in loc de 2** inmultiri. Aceastd metodd produce o
reducere semnificativa a volumului de calcul. Spre exemplu, pentru N =2° =32, in mod

normal ar trebui executate 32 =1024 inmultiri, in timp ce transformata Fourier rapida
necesitd doar 160 de inmultiri.

Calculul transformatelor Fourier discrete, chiar in varianta lor rapida, nu poate fi
imaginat fara ajutorul unor masini performante de calcul.

4. Transformata Z

Transformata Z este analogul discret al transformatei Laplace.
Ea se foloseste pentru analiza semnalelor discrete neperiodice.
Principala aplicatie a transformatei Z este rezolvarea unor ecuatii (algebrice) recurente.

4.1. Transformata Z directa

O functie f:Z — C va fi identificatd cu sirul valorilor sale (f,) _ .

Un sir ( f )nE , se numeste sir original sau semnal discret dacé indeplineste urmatoarele
conditii
- f, =0 pentru n<0
- existd ¢>0 si a>0 astfel incat | f, [<c-a" pentru orice n>0
Multimea sirurilor admisibile se noteaza Q' si (f,)e Q" aratd cd (f,) este un sir original.
Cu siruri original se pot face adunari, inmultiri cu scalari §i produse de convolutie.
Produsul de convolutie a doud semnal discrete (f,) si (g,) este sirul (4,) unde

0 , daca n<0

b=l
! kagn_k , dacan>0

k=0
Existd doud semnale discrete fundamentale :

55



. .. 0,n<0
- sirul treapta unitate o, =
1,n2>0
1, n=k
0,n#k
Fie (f,) un sir admisibil $iE, ={ze C||z[>a} (aici a este numarul ce apare in definitia
sirului admisibil.Se numeste transformata (in) Z a acestui sir functia

Z(1,):E, >C, z(f,,)(z)zifnz".

Principalele proprietati ale transformatei Z sunt prezentate in tabelul urmator :
Denumirea Formula

Teorema intarzierii 7 ( fs )( z) =;*z7 ( 1, )
(translatia la dreapta)

- sirul semnal impuls la momentul £, &, ={

Teorema depasirii . =
(translatia la stAnga) Z(foi)=2" Z(£)(2) - 2 1oz
m=0

Teorema amortizarii Z( fe )( z) - Z( f, )( za")
Imaginea diferentei Z(fon = 1)) =(z-0)Z(£)(2)- 1, -2
Imaginea sumei n -

230 |()=2(0))

k=0

Derivarea imaginii

2(£,)(2)=—22(n)()

Imaginea produsului de convolutie | z( 1, *g,)=2(f,) Z(g,)

Ca si 1n cazul transformatei Laplace este utila cunoasterea transformatei Z
pentru semnalele discrete uzuale. Cele mai importante valori sunt prezentate mai jos :

Semnalul discret (f,) Transformata Z | Domeniul de definitie al lui F
F(2)=2(4,)(z)

6/( Zk C

o, =1 z |z|>1
z-1

n z [z>1
(z-1)°

a"! 1 |z[Aal
z-a

a" z |z[Aal
z-a

na"™ z |z > a]
(--a)

(n—l)ar”_2 1 |z[Xal
(o)
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(n-1)(n-2)..(n—k +1) 4k 1 |z al
(n—l)! (z—a)k

sinan zsina |z[>1
z? —2zcosa +1

cosan z(z—cosa) |z[>1
z? —2zcosa +1

sh(an) z-Sh(a) |z > e |
z? —2z-ch(a)+1

ch(an) z(z—ch(a)) | |z[>le"]
z? —2z'ch(a)+1

i 1 z#0

n! e

Exemplu : Sa se calculeze transformata Z a sirului (nz)

n=0

Se aplica teorema de derivare a imaginii pentru sirul f, =n.

Z(n2)<z>=z(n-n)(z)=—{(zfl)z] - zf_ *1)1)

4.2. Transformata Z inversa

Transformata Z inversa a functiei F:E, — C este sirul definit prin
1

— n-1
I —%y F (z)z dz
unde y este o curba Inchisa ce contine toate punctele singulare ale functiei F .
Deoarece acest calcul poate fi complicat, dacd F(z) este o fractie, ea se descompune in
fractii simple si se foloseste tabelul anterior.

2
z({z" =5
Exemplu : Si se determine transformata Z inversa a functiei F(z) =(—)2 .

(=-3)(=-1)

J . Folosind tabelul

Se descompune Fin fractii simple F(z)= z[
transformatei Z rezultd f, =3" +2-n-2"" =3"+n-2".
4.3. Rezolvarea ecuatiilor recurente liniare cu ajutorul transformatei Z

Tehnica rezolvarii acestor ecuatii este similar cu cea aplicata pentru rezolvarea
ecuatiilor diferentiale liniare cu ajutorul transformatei Laplace :
- se obtine ecuatia operationala aplicand transformata Z Tn ambii membrii ai ecuatiei
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- serezolva ecuatia operationald i se obtine imaginea F(z)

- se aplica transformata Z inversa si se obtine sirul sdu original, care este solutia ecuatiei
recurente.

Exemplu : Sa se determine sirul ( yn) , care satisface relatiile

Vs =4Vun 749, =3", 59 =0, y =2
Ecuatia operationald este Z(y,., -4y, +4»,)(z)=Z (3” )(z) adica

Z(yu2)(2) =42 (3, )(2) +42 (1,)(2) =

®_ adica
z-3

2
z [Y(z) - Yo —ylz_l] - 4Z[Y(z) —yo] +4Y(z) = , din care rezultd Y (z) :ﬁ. Pentru a

(2—3)(2—2)2

z

z-3

calcula originalul lui Y(z) se descompune acesta in fractii simple.

Y(z)=3 L1, 1 — . Folosind tabelul transformatei Z obtinem
z=3 z-2 (z - 2)

y, =337 =2 +2(n-1)2"7
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