1. ELEMENTE DE ALGEBRA VECTORIALA

1.1. Marimi scalare si marimi vectoriale

In mecanica existd marimi care pot fi caracterizate printr-un singur numdr, numite mdrimi scalare.
Lungimea unui segment de dreapta, aria unei suprafete, volumul unui domeniu, durata unei oscilatii, masa
unui corp se exprima printr-un numar, acelasi in orice sistem de coordonate. Astfel de marimi se

Spre deosebire de acestea, existd si alte tipuri de marimi, numite marimi vectoriale ce se
caracterizeaza prin punct de aplicatie, suport, directie si modul. De exemplu caracteristicile unei forte, ale
unei viteze, ale unei acceleratii. Existd si alte tipuri de marimi, numite mdrimi tensoriale, care sunt
caracterizate printr-un numar mai mare de elemente.

Un vector este o entitate matematicd a carei imagine geometricd este un segment de dreaptd AB , pe
care s-a definit sensul de parcurs de la 4 la B (fig. 1.1).
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Fig. 1.1

In aceastd lucrare simbolizarea vectorului se va face cu sageatd deasupra literei ce desemneaza
X - >
marimea. In conformitate cu definitia de mai sus, un vector a = AB este caracterizat de urmatoarele

elemente:

o Punctul de aplicatie sau originea A .

e Suportul sdu, care este dreapta definita de punctele 4 si B.
e Sensul de parcurs,dela A la B.

-
o Marimea sau modulul, care este egala cu lungimea segmentului 4B . Marimea vectorului a se va nota
-
a| sau, simplu, a.

Existd vectori care pot avea punctul de aplicatie oriunde pe dreapta AB, un astfel de vector
numindu-se vector alunecdtor sau vector glisant. Exista si cazuri de vectori care au acelasi efect indiferent
de pozitia in spatiu a punctului de aplicatie, daca se pastreaza suportul paralel cu o dreaptd datd, sensul si
marimea vectorului ramanand aceleasi. Astfel de vectori se numesc vectori liberi. De fapt n aceste cazuri e
vorba despre multimile vectorilor cu suporturi paralele, avand acelasi sens si aceeasi marime, dar la care
punctele de aplicatie diferd (pe dreapta suport la vectorii glisanti, sau oriunde 1n spatiu, la vectorii liberi). Se
spune ca vectorii acestor multimi sunt vectori echipolenti.

Prin versor se intelege vectorul de marime egald cu unitatea, care defineste directia si sensul unei
drepte.

1.2. Sistem de referinta. Componentele unui vector

Spatiul in mecanica clasica este tridimensional, absolut, independent de materie sl de timp, in care s-
a definit metrica euclidiana. In unele cazuri se va reduce conventional acest spatiu la doud dimensiuni (intr-
un plan), sau chir la o singura dimensiune (o dreapta).

Fie un punct O din spatiu in care se considera trei drepte concurente, perpendiculare doua cate doua
(fig. 1.2). Pe fiecare dintre cele trei drepte se alege un sens de parcurs astfel incat sd se obtina un triedru de
sens direct care se va numi sistem de referintd sau reper sau triedru de referinta.



Fig. 1.2
In punctul O, pe fiecare din axele sistemului de referinti se alege cite un vector, de marime egala

cu unitatea, avand acelasi sens de parcurs cu axa respectiva. Vectorii astfel definiti sunt versorii celor trei axe
- > >

si se noteaza i1 , 1 25 i3 . Orice vector raportat la reperul Oxlxzx3 se poate exprima in functie de versorii

- > > -
i1 , 0 25 i3 . Astfel, fard a micgora generalitatea, se considera ca originea vectorului a coincide cu punctul

%
O. Proiectiile varfului vectorului a pe cele trei axe se considera ca au coordonatele a, d, si a3 ; aceste
_)

trei numere se numesc componentele vectorului a 1in sistemul Ox1x2x3 .

. -

In acest caz vectorul a se poate scrie sub forma:

— - — -

=a, 1 J J 1.1
a=apij+ayiytasis (1.1)

Pentru usurinta scrierii se prefera o tratare matriceald a teoriei vectorilor. Astfel, relatia (1.1) se poate
scrie sub forma:

_Z:{;1f-w} (1.2)

{a}=lajsaqsa,f

e
{i}:{ﬁﬁ2ﬁ3} (1.3)

-
In acest fel vectorului a 1 se asociaza matricea coloana {a}, formata din componentele a1 , a2,

unde:

- o> o —
iar bazei de versori il , i2 , 1'3 1 se asociaza matricea coloand § I ;.

a,,
3
%
Vectorului a 1ise va mai asociaza si 0 matrice asimetrica, notata [a], astfel:
0 —az  a,
[a]= as 0 -q (1.4)
“d 9

%
Formal, conform relatiei (1.2), vectorul a se scrie ca produs de doud matrici prima fiind scrisd sub

forma transpusa. Prin generalizare, la diferitele tipuri de produse dintre doi vectori, care se vor defini
ulterior, daca se foloseste scierea matriceald, primul vector se scrie sub forma transpusa.

%
Geometric, se aratd elementar cd modulul vectorului a se calculeaza cu relatia:
%
_ |2 2 2
a|=,la; tay +aj3 (1.5)

Relatia (1.5) se poate scrie si functie de matricea coloana {a} sub forma:



= {a}t -{a} (1.6)

— —

Trebuie precizat ca matricea {a} defineste complet vectorul a daca acesta este liber. Daca a este
vector legat trebuie cunoscut si punctul de aplicatie deci inca trei parametri scalari, iar dacd este vector
alunecator trebuie cunoscuti incad doi parametri ce definesc dreapta suport.

1.3. Operatii cu vectori

Notiunile anterior introduse conduc automat la unele operatii cu vectori, cum sunt adunarea
vectorilor si inmultirea cu un scalar. Este necesara definirea acestor operatii pentru vectori lliberi, in aplicatii

folosindu-se legarea vectorilor de punctele de care se atagseaza prin insasl semnificatia lor.
-
t . A e
1. Vectorul nul, este vectorul e pentru care {e} = {0;0;0} . Geometric, in acest caz, extremitatile

vectorului coincid. Cu ajutorul relatiei (1.5) se verifica imediat cd modulul vectorului nul este zero.

> o
2. Egalitatea a doi vectori liberi. Doi vectori liberi a si b sunt egali daca {a}= {b}
- o

3. Adunarea vectorilor liberi. Suma vectorilor liberi a si b este:

Z’J:{?}t .{a}+{?}t -{b}:{?}t (a}+ b)) (a7

Adunarea vectorilor liberi este asociativa si comutativa. Grafic, adunarea vectorilor se face cu regula
paralelogramului (fig. 1.3).

Fig. 1.3

Adunarea vectorilor are urmatoarele proprietati:

> [ 2 > ([
e Asociativitatea a+| b+ ¢ |=c+| a+ b |;
T
e Comutativitatea a+ b = b+ a
T -
a

e a+ e =e+a = a,unde e este vectorul nul;

B

- -
e Pentru oricare vector a , cu matricea coloana atasata {a} existd un vector— a , cu matricea coloana
RN - =2 > -
atasaté—{a}, astfelincat a+|—a |=|—a |+ a = e

Aceste proprietati demonstreaza cd multimea vectorilor liberi, Impreund cu operatia de adunare
formeaza un grup abelian.

%
4. Inmultirea unui vector cu un scalar. Fie scalarul m . Vectorul liber m a se calculeaza cu relatia:
t
— - !
ma=m|y i {a} =41 (m{a}) (1.8)



Sunt evidente proprietatile:

- — >
m-1na |=nma |=m-n-a

- > -
ma+na=(m+n)a

- -
m-a=a-m

SN
l-a =a (1.9)

m si n fiind scalari oarecare.
Proprietatile susamintite indica faptul cd multimea vectorilor liberi formeaza un spatiu vectorial peste corpul
numerelor reale.

5. Produsul scalar al vectorilor (Produsul interior).

- >
Produsul scalar al vectorilor liberi @ si b este un numdr care este definit prin:
- = 2 > - >
a-b=|al|-|b|-cos| a;b (1.10)
- > - >
unde cos| a; b | este cosinusul unghiului facut de dreptele suport ale celor doi vectori, a si b .
Sunt usor de aratat proprietatile:
> > o> >
° a-b=>b-a
> 2 52> > -
e a-|b+c|=a-b+a-c
— - - >
e |ma |-\nb|=m-n-a-b; mnekR (1.11)
2
- > |
e a-a=|a
- > — —
e a-b =0,daca|a|=0 sau |b|=0 sau daca cei doi vectori sunt perpendiculari,
- >

Produsul scalar a - b poate fi un numar pozitiv sau negativ, dupa cum unghiul dintre cei doi
vectori este mai mic sau mai mare decat 7 ;

— = - — N
a-b=a- pr_, b |,in care pr b | este proiectia ortogonald a vectorului b pe dreapta

a a
-
definita de vectorul a ;

- -
daca vectorii b sia sunt paraleli, atunci produsul interior se comportd ca un produs obisnuit

intre scalari, deci poate fi considerat ca o generalizare a produsului din algebra scalarilor.

In functie de componentele vectorilor, tindnd cont de generalizarea de la paragraful 1.2., produsul
scalar se calculeaza astfel:



t
- > —>t —)t - —>t
a-b=

it dal| |t =talt i bl (b) (1.12)

e e e T e e T
Deoarece, conform definitiei (1.10), i1~i2 = il-i3 :i2~i3 =0 si il-il :iz-iz :i3~i3 =1, se

poate scrie:

;|1 00
- (>
{l}{z} =0 1 0|=[/] (1.13)
0 0 1
Inlocuind (1.13) in (1.12) se obtine expresia produsului scalar:
- >
t t
a-b ={a} [1)p}={a} {b}:alb1 +ayby +azby (1.14)
- >
Cu ajutorul definitiei (1.10) se poate calcula unghiul dintre doi vectori a si b :
2P @b 't
cos(a;b]=_()l._)= t{a } - (1.15)
a | b Vi) )b} )
6. Produsul vectorial (Produsul exterior) a doi vectori.
- >
Pentru definirea produsului vectorial se considera ca vectorii a@ si b au aceeasi origine (daca sunt
9
vectori liberi originea poate fi aleasa oriunde). Prin definitie produsul vectorial al vectorului a cu vectorul
— - > -> >
b este un vector notat a x b care este perpendicular pe planul determinat de vectorii a si b, cu
- o
sensul dat de regula surubului drept larotircadela a la b (fig. 1.4), si marimea data de:
e T e s T s
ax b|=|a|-|b|-sin| a; b (1.16)
- > - >
unde sin| a; b | e sinusul unghiului facut de dreptele suport ale vectorilor a si b .
- -
axb
r 4
‘i o)
-
Paliy:
Fig. 1.4
Din definitia de mai sus rezultd imediat propriettile:
- > o >
e ax b =— bx a (anticomutativitatea produsului vectorial)
- - - >
° ma |xX|nb|=m-n-| ax b |;,m;nerR
o e A N e e
e ax|b+cl|=axb+axc (1.17)
- > -
e axa=0



%

=0 sau |b ‘ =0 sau daca vectorii sunt paraleli.

- >
Valoarea absoluta a produsului vectorial a x b este egald cu aria paralelogramului construit pe cei

doi vectori sau dublul ariei triunghiului constuit cu cei doi vectori.
In functie de componentele vectorilor, tinand cont de generalizarea de la 1.2, produsul vectorial se

calculeaza astfel:

axb = {*} | x r} () :{a}f{?}x{?} ) (1.18)

Deoarece, conform definitiei produsului vectorial, | X1] Z=ligXiy = IgXiy = 0, | Xy = 13 ,

e e i e T i e e i e
VG o
I %y Iy iyX i) Iy, IyXiy =10, igxip =i, , i3xiy zl,sepoatescrle

-

A i T e T

{Z}X{l} =3 0 i |= 1 (1.19)
>

Inlocuind (1.19) 11; (1.18) se obtine ex;_)resia produsului vectorial:

- > -

axb :{a}t-[I]~{b} (1.20)

- >

Prin calcul direct, folosind matricele antisimetrice, atasate vectorilor a si b , date de (1.4), se
poate arata ca relatia (1.20) capatd forma:

ax b =lall [7 b} {%} )} = _{?} bla! (121)

Pentru calculul produsului vectorial, in locul relatiei (1.21), se poate folosi relatia:

- 5> >
> |1 2 "3
= 1.22
axb a, a, a, (1.22)
bl b2 b3
-> > o
7. Produsul mixt. Fie vectorii liberi a , b si ¢ , presupusi aplicati in punctul O. Produsul mixt al
- > - - > >
vectorilor a , b si ¢ notat( a ; b ; ¢ ) este prin definitie, un numar dat de:
a,b;c|=a-| bxc (1.23)

(—>—>—>j —> (> -

Cu relatiile (1.14) si (1.21) produsul mixt se calculeaza astfel:
(—) - >

asb;e j = {a} [pfc) (1.24)

Dezvoltarea relatiei (1.24) arata ca:

10



a;b;c :bl 2 b3 (1.25)
¢ ¢y €3

Produsul mixt are urmatoarele proprietati:
e produsul mixt este permutabil:

(—)—)—)j “@1% 93

e e T T T N O
a;b;c|=|c;a;b|=|b;c;a (1.26)
- > >

e daca cel putin doi dintre vectorii a , b , ¢ sunt paraleli atunci:

- > >

a;b;c |=0

e e e "
e daca a#0; b#0; ¢ # 0 sinu sunt paraleli atunci din | a; b; ¢ |=0 rezultid ca
- o> >
vectorii a , b, ¢ sunt coplanari,

ax b

- =) 5 (—)—)H
c=-

- )L L[> >
. axb |-c=a| bx c |;

e e e

a-a a-b a-c

e e T e S A S e

. a;b;cl|=|b-a b-b b-c|;

> > S>> o>

c-a c¢-b c-c

e Din punct de vedere geometric, produsul mixt a trei vectori, este egal cu volumul
paralelipipedului construit pe acesti vectori, sau este egal cu de 6 ori volumul tetraedrului
construit cu cei trei vectori ca muchii.

- 5 >
8. Dublul produs vectorial al vectorilor a , b , ¢ este un vector dat de:

S5 (> o) (-

ax| bxc |=11i [a][b]{c} (1.27)

Se poate ardta ca:

S (2> 2) (o) (o>
ax| bxc |=b|la-c |—-c|la-b (1.28)

Relatia (1.28) arata ca produsul vectorial nu este asociativ, dar cu ajutorul ei se obtine identitatea:

S (> ) 5 (> > 5 (> o) >
ax| bxc |[+bx| cxa |[+cx| axb |=0 (1.29)

1.4. Modificarea componentelor unui vector la schimbarea sistemului de
referinta

%
Un vector liber a poate fi determinat prin proiectiile sale fatd de un sistem de referintd ales. Aceste

proiectii sunt trei marimi ce se modificd la schimbarea reperului, dupd reguli ce se vor prezenta in cele ce
urmeaza.

11



— - > >

Se considerd un vector a care fatd de un sistem de referintd cu baza de versori l'1 ,i2 , i3 are
¢ -

matricea atagata {a} = {al ;dysdsy } . Se pune problema gasirii componentelor vectorului a fata de un alt

s
sistem de referinta care are baza de versori i1 ,i2 R i3 . Pentru aceasta trebuie cunoscute relatiile intre
bazele de versori precizate:
> P e 7
R PR PR R L
A e S
i =S21 11+S22 12+523 iy (1.38)
P S T
B3 =531 1530 0530
care se pot pune sub forma matriceala:
- -
i p=[S]{i (1.39)
' -

in care § 1 si 5 I ; sunt matricele atasate celor doud baze de versori, iar [S ] este matricea de schimbare

de baza de la primul la al doilea sistem de referinta.

Observatie: dacd cele doua sisteme de referintd au axele ortogonale doud cite doua, cu (1.13) se
poate scrie:

V!t t
> | |- -] [—>

[=yi pyi ¢ =8y ip-y i [sT=[sIlisY =[s]is¥

In consecinta:

[s]-[s] =[1] (1.40)
Prin urmare inversa matricei [S ] coincide cu transpusa sa:
[s]71 =[s] (1.41)
%
Vectorul a se poate scrie:
¢ Nt Nt
- | - - \
2= 7 =17 st =17 L]

H
'
{a } este matricea coloand atagatad vectorului a fatd de noul sistem de referintd. Se observa ca:

{0'}: [s]{a} (1.42)

H
Aceasta este relatia care face legitura Intre componentele vectorului a fatd de cele doua sisteme de
referinta.

Cu ajutorul relatiei anterioare, se poate scrie:

b b bt (5T s = o ) =l o) .

De unde rezulta ca modulul vectorului nu se modifica la schimbarea sistemului de referinta.

12



%
Daca (1.42) reflectda modul 1n care se schimba matricea coloana atasata vectorului @ la schimbarea
sistemului de referintd, este necesard determinarea unei relati care sd prezinte modificarea matricei
- >
antisimetrice. Pentru aceasta se considera produsul vectorial ax b calculat in cele doua sisteme de
referinta, si folosind (1.39) si (1.42):

ax b =7 W=l 7 s]lallsy (1.44)
ax b = _z) [a']- (b} (1.45)

Deoarece este acelasi vector rezulta:

[a]=[s]alls] (1.46)
Observatie: Aceastd ultima relatia (1.46) coincide cu relatia de schimbare a matricii atagate unui tensor de
ordinul doi la modificarea sistemului de referinta.

1.5. Orientarea relativa a sistemelor de referinta

' ' '

Fie sistemele de referintd carteziene: P(OXIX2X3j , numit sistem de referitd propriu, cu baza de

BN —_ —> —>
versori | i ,ip,i3 |, s E(OXIX 2X3), numit sistem de referitd exterior, cu baza de versori il ,i2,i3

Admitem, ceea ce este totdeauna posibil, ca la inceputul oricarei deplasari geometrice relative a reperelor P
e T
si E existd relatia: il :il , ip =ip, i3 =i3, axele celor doud sisteme fiind, deci, paralele si la fel

orientate, situatie geometrica pe care o vom nota prin PAP (paralelism a priori).

1.5.1. Rotatia

- -
Fie axa A, de versor u , solidard cu E sifie | u,® | orotatie de unghi @ alui P 1n jurul lui A. Se

- -
accepta situatia PAP. Fie v un vector solidar cu P, 1n situatia de la inceputul rotatiei, si fie w vectorul in

— —
care trece v dupa consumarea rotatiei | u,® |. Exista corelatia:

- > - > 5> >
w=vcos®—-vxusin®+< v u>u(l-cosd). (1.47)
> > > - > >

Demonstratie: Fie |ej,e5,63 | o bazd de versori ortogonala solidard cu P-| ejxep = u |. Dupd

% % 1 %Y %Y
rotatia | u,® | aceastatrecein | e ,ep,e3 |, cu:

->' > — ->' > - ->' >
e] =ejcos®+epsin®; ep =—eysin®+epcos®; ez =u.
- — — - - =d -’ -

Fie: v =Ajej+Agep+A3 u; w=Aj e +Aizer+A3 u.

13



- - - - - -
Evidentca: w =| Ajej+Apep [cos® +|Ajep—Arep [sind+A3 u,

- > — - -
carecu: vx u =—-Ajep+Apel+-A3=<v u > ducela(1.47).

Fie [S] (Sij ,1,j= 1,2,3) matricea ortogonala proprie de schimbare de bazd dela E la P:
—' -
i v=[skit. (1.48)

%
Evident, [S]=[I] in situatia PAP. Dupi consumarea rotatiei { u ,@J elementele matricei [S] sunt:

3
Sjj = 6jj cos D —L > aijkuk]sindb + uiuj(l - cosd)), (1.49)
k:
Li=j .
unde: Sij =<J 7 este simbolul Kronecker;
0;1+#3;

I; dac|(i,},k) este o permutare para;
¢; =3~ 1 dac[(i,],k) este o permutare impara;
0; dac[ doi indici sunt egali;

- 3 -
sunt simbolurile Ricci; u = Yuy ik .
k=1
Relatia (1.49) se obtine punind 1in (1.47):

- > > 3
1 ,ij, u |= X gjjkuk . Concret:
k=1

=1 i si tindnd cont ca

S11 =cosCD+u12(1—cosCD); So21=ujup(l-cos®)—-u3sind;
S31=ujuz(l—-cos®)+uysind;
S12 =ujup(l—cos®)+u3sin®; Soo :cos®+u§(1—cos¢>);
S32 =upu3(l-cos®)—uysind; (1.50)
Si3 =ujuz(l—cos®)—-upsin®; Sp3 =upuz(l—cos®)+uysind;
_ 20—
S33—cosCI>+u3(1 cos D).
Apar doua probleme tip:

- - - - -
Problema 1. Se da: rotatia | u,® |, adica: u =ujij+upip+ugiz si @, reperele P si E fiind

initial in situatia PAP.
Se cere: matricea [S].
Elementele matricii [S] se determina cu relatiile (1.50).
Problema 2. Se d: matricea de rotatie [S].

%
Se cere: axa de rotatie A[ u J si unghiul de rotatie ©.

Dintre cele 9 marimi Sj;, numai 3 sunt distincte, datoritd ortogonalitatii matricei [S]. Considerand si

relatia ul2 + u% + ug =1 se obtin 4 ecuatii cu necunoscutele uj,up,u3,d . Din (1.50) se obtine:

14



1 S23 —S32
cos®==—(S11+S»2» +S ; oup == 2=
2( 11+822 +833) 1= snd
S21-S -
uy = 2317513 u :Slz_ S21 (1.51)
2sin ® 2sin @

In aplicatii, este uneori util, sd se exprime elementele matricei [S] in functie de alti parametri.

1.5.3. Rotatii succesive
Fie reperele carteziene P si E, conditia PAP fiind indeplinita.
Fie sirul de rotatii succesive ale reperului P:
_)

Rotatia Ry, cu unghiul @1, in jurul axei Ay, de versor u1 =u% i?-l— +u12 ig-l—u},’ i(3) , unde
> 5> -

%
=1k . Fie i% ,ilz,i},) baza asociata lui P, la finele rotatiei u%,CI)l . Matricea de schimbare de baza

%
-0
'k
[S10] se determina cu (1.50), avand:

T T
- > > e

dp .11 )0y :0 .0
11| 12| i3 —[S 11| 12| izp - (1.52)
_2) ) - —
Rotatia R», cu unghiul ®-, in jurul axei Ay, de versor u =ujy 1+ +u20i2+u30 13 .
- - > >
Componentele ul% ale Iui u? in baza i%,ilz,ié se obtin din relatia:

T T
2 2 2 2 2 2
{‘1’“2’“3} 2[310]{’10’“20’“30} :

e -

baza asociatd lui P la finele rotatiei u2,<1>2 si fie [821] matricea de schimbare

de baza asociata rotatiei R 7. Se poate scrie:

ENEOENE ENEOENE

2] i3] 30 =[sarkil| iy iy . adica

ENEOENE BN
i7] i3] i3t =[ailsioli) | 519} (1.53)
- T BN

sawinea Ji | i3] i+ =[S20 )| i9] i3} . (1.54)

cu: [S20]=[S211S10]-

BN

Dupa n notatii , baza i{l | ig | ig asociatd lui P, la finele rotatiei Ry, , va fi data de:

15



T T

-> o> - > o> -
n.n - .0 .01 .0
1{1| 1121| 12 =[Sho 11| 12| 3¢ (1.55)
unde [SHO]:lsn,n—lJlsn—l,n—2J---[821][SIO]- (1.56)
Se poate stabili elementar cate o corelatie intre parametrii Euler si Rodrigues asociati unor rotatii

%
succesive. Astfel, dacd rotatiei R 1 se asociaza vectorul Euler g1 si 811_0, iar rotatiei Ro 1 se asociaza

_)
. 21 . . . g . N
vectorul Euler €91 si € 4 »atunci compunerii (succesiunii) celor doua rotatii i se asociaza:

> 2 g 7
€20 =€10 &4 +E€21&4 +E21%E]10;
- >

20 _ .21.10
€4 =Ey &y —E]Q°E2] - (1.57)
- - -
Fie p1og si pp1 vectorii Rodrigues asociati rotatiilor succesive Ry si Rp. Un vector v, de

- >
componente constante in P, trece, fatd de E, succesivin v' si v''. Astfel se obtine elementar:

e

_)
P10+ P21+ P21%P10
= . 1.58
P20 S (1.58)
1-p21-P10
1.6. Aplicatii

- - -
Aplicatia 1.1. Intr-un sistem de referinta Ox X, X 5, triortogonal drept, cu baza de versori iy,1,,15, se

considera vectorii:

NN
a =2ij—ip+3i3 =11+ {2-13}1

S5 5 (o)
b =3ip+2ip =11 + $3:2:0}"

S5 o ()t
¢ =ij+3ip—iz =4 i b 131t

Sa se calculeze:
R e e
1) a+b; a+c; b+c
e e
2) a-b;a-c; b-c
_)
)

- - - - - -
4) unghiurile | a;b |;| a;c |;| b;c

_)
3) |af;

c|

b

5)

%
c
- > >
6) produsul mixt| a; b;c

16



> (> >
7) dublul produs vectorial a x| bx ¢ |.

Rezolvare:
1) Cu relatia (1.7) se obtine:

> > (o) - > -
a+b={i¢ 5131 =5i1+ip+3i3

NN I > oS> >
a+c=4ib 3221 =2i1+2ip+2i3

> > [ > o -
b+c=1i} @51t =4ij+5ip—i3
2) Cu relatia (1.14) se obtine:

- -

a-b={a'{b}={2:-1:3}- 3:2:0}' =4

- -

a-c= {a}t {e}=1{2-1:3}- {1;3;—1}t =-2

> >
b-c = {b}t {c}z {3;2;0}- {1;3;—1}t =9
3) Marimile vectorilor se calculeaza cu relatia (1.6):

|?| = \/ af'a) = \/ 2:-13)- {213} =14
(o=l b} =520} (20t = 4T3
el = le}t o) A1) 1)t T

4) Conform (1.15) rezulta:

- -
COS! ?g) = a‘b = 4 = 4
’ |—>| |;>| V14 .13 182
a.
- -
COS?'?Za‘C = _2 =_2
’ |—>| |—>| Vid i1 154
al-|C
- -
COS g);) = b ¢ = 9 = 9
’ |;>| |—>| VI3 V11 V143
| C

5) Produsele vectoriale se calculeaza cu relatia (1.21). Se obtine:

IIIRY: o =3 -3
axb:{i} [a]{b}:{i} 30 -2§42 :{i} .{_6;9;7}t:
1 2 0[]0

=
=-61]+9ip+ 713

S o ()¢t )t 0 -3 —-1][1 )t
axc:{i} [a]{c}:{i} 3 0 -21K3 :{i} -{—8;5;7}t:
1 2 0]|-1

17



- o> o
=-811+51p+ 713

5o (o)t atfo 0 20(1) Lyt
bxc={i}[b]{c}={i} 0 0 -3[13 :{i} et =
-2 3 0 ||-1

e
=-211+31ip+ 713

6) Cu relatia (1.24):
ENUENUEN 0 0 2|1
a;b;c |=faltb]licl=2-13] 0 0 -3[{3}=14
-2 3 0 ||-1
Produsul mixt se poate calcula si cu relatia (1.25):
ENUERUEN 2 -1 3
a;b;c |=|3 2 0 (=14
1 3 -1

7) Dubul produs vectorial se calculeaza cu relatia (1.27):
0 2

ENININ _)tO -3 -1 0
ax[bch { }[][b]{} { } 0 -2(|0 0 -3
1 2 0f[-23 0

S\ - > -
3b=11¢ {16204} =—161] —20ip+4i3
-1

- = >
Aplicatia 1.2. Intr-un sistem triortogonal, cu baza de versori i],17,13 , se considera vectorii:

\/_—) \/_—) {i}t{ﬂ'ﬂ;o}t

11 27114‘—1

t t
o 121> e 2] 1142
2= T3 27272

1) sa se arate cé acesti vectori formeaza o baza de versori ortogonala

- - >
2) sa se determine matricea de schimbare de baza de la baza de versori i1,19,13 la baza de versori
- > -
il l, i2 l, i3 '

3) se considera vectorul:
S5 5o (¢t
a =3ij+2ip—i3 =1 i+ 321}t

e
'

Sa se scrie acest vector 1n baza de versori 11',12,13".

Rezolvare:
1) Marimile acestor vectori sunt:

18



t
T2z ) (V2 A2
=\ 550155530 =1
272 272
- t
X 11 42 11 42
D=\ o =1
{22 2}{22 2}
I t
R LR ] R ]
27272 27272

deci cei trei vectori sunt versori.
Produsele scalare dintre acestia sunt:

ANz [ )t
iz 22 (22| T
V22l 1)t
i 227 E’_E’T )

t
S (0 0 U O D W
2B T (12

- > >
deci vectorii 11',12',13" sunt perpendiculari doi cate doi.
- > >
Prin urmare vectorii i1',i2',i3" formeaza o baza de versori ortogonala.
2) Intre cele doud baze de versori se poate scrie relatia:

- -
i t =[S} i |, 1in care matricea de schimbare de baza [S] este:

/5 A _
N2 N2
2 2
5=|-L 1 2
2 2 2
112
_2 2 2_
Se verifica imediat ca:
N2 Y2 1t
2 2 2 2 2 1 0 0
[S].[S]t:_l 12|42 1 Llo 1 o
2 2 2 2 2 2
1oz A2 A2 00
_2 2 2__ 2 2_

Vectorul a se poate scrie:

?:{?} .{a}:{?} [s]{a}:{?} o)

— - > >
in care {a'} este matricea coloand a vectorului a 1n baza de versori 11',i2,13" si se calculeaza cu relatia:

19



a2 2

o

52
2
—1—\/5

2
-1 1—\/5

2

2
) =Bla)=[ -5 5

|t o

| —

t
Tl a2 14427 1427
a = -{a}z 5 1'- 5 12+ 5 13'.

Aplicatia 1.3. Se considerd sistemul de coordonate curbilinii q1,q7,q3, legat de coordonatele carteziene
prin relatiile:
—aq- — 42 . _ 2
X1 =41, X2 =4qp *q2; X3 =495 *+q3

Sa se determine matricea asociata tensorului metric fundamental in coordonatele curbilinii
q1-92-.93-
Rezolvare:

9
Vectorul de pozitie r are expresia:

- (2 (9 -
T =q1 11+(q1 +q2j12+(q2 +q3)13

Vectorii tangenti curbelor de coordonate sunt:

- e
- r RN — > or - - - —)
e] =——=i1+2q1i2; ey =——=i2+2q21i3; €3 =13.
2q1 292
Componentele tensorului metric fundamental sunt:
> > 5 > > ’ - >
gl1 =ep-e]p =l+4qy; g =ep-ep =1+4q5; g33=e3-e3=1
- > - > - >

g2 =e1-e2 =2q;; g3=e1-e3=0; gp3=ep-e3=2q,
Prin urmare matricea asociata tensorului metric fundamental este:

1+4q7 29 0

[el=| 2a1  1+403 247 |.
0 2q7 1

-> > -
Aplicatia 1.4. Pornind din situatia PAP se roteste reperul P succesiv in jurul axelor de versori i1,1p,13 ale

reperului E , cu unghiurile ®1,®7,d 3. Se cere matricea de schimbare de baza de la reperul E la reperul P.
Rezolvare:

%
Matricea [S El] asociata rotatiei (Il , (Dl] se obtine din (1.50) prin transpunere:

1 O 0
[SE1]= 0 ¢ sj|,incare cf =cos®q; s =sindD].
0 —-s1 ¢

20



- -
Pentru rotatia | Io,®> | se face, in prealabil, exprimarea versorului 17 al axei de rotatie In baza

- - - 0 0

N - -

1'1,1'2,1'3 [Sg1]- 41t =1 ¢1 }.adica: i, =c, I,—s, I .

0 -5
Cu: ®=dy, u; =0, up =cq, uz =—s; se calculeazi cu (1.50) componentele matricei [Sq7 ]:
€2 —8182 —C152
[812]= $152 1+s12(c2 ~1) sjci(cp 1) |,unde cp =cos®y ;89 =sin 5.
c1s2 (c2 —1) 1+012(c2 —1)
co 0 -sp
Dupa calcule se ob‘gine:[SE2]=[812]-[SE1]= s|s2 €1 s|c2
C1s2 —S1 c1€2

- -
Pentru rotatia [I3,CD 3] se face, In prealabil, exprimarea versorului i3 al axei de rotatie In baza

- > - 0 -s2
I1.12,13 |: [SE1]-40p=1s1e2 ¢,
1 c1c2
N - — —

adica: i3 =-s) I'1'+slc2 I%+0102 13 .
Cu: ®=d3, up =-s2, up =sjcp, uz =cjcy se calculeaza cu (1.50) componentele matricei
[S2p]:

S% +C§C3 calersz +s1spl-c3)] —calsisz +eisp(i—c3)]
[Szp]z —C2[CIS3 +5152(I—C3)] C3(1—S%C§j+slzc% —$983 +Slclc%(l—03) ,in care: c3 =cosD3;

cz[slsg, —0182(1—03)] $983 +s1c1c§(l—03) 1—(s§ +slzc§j(l—03)

s3 =sin®3.
Se obtine, dupa calcule elementare:
€2€3; €283; —S2
[S]=| s1s2¢3 —s3c15 siss3 +e3ers spen
C1$2€3 +83S]; C€]S2S3 —C38]; c|C2
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