6. CINETICA

Cinetica face legidtura intre cinematica, care caracterizeazd migcarea sistemului mecanic, si
geometria maselor care studiaza distributia masei sistemului material. Au aparut astfel marimi mecanice care
caracterizeaza comportarea sistemului material in procesul de migcare mecanica in conditiile interactiunii cu
alte sisteme, a influentelor pe care le sufera si le exercitd. Aceste marimi sunt impulsul, momentul cinetic si
energia cinetica.

6.1. Impulsul

Fie un sistem material format din n puncte materiale M ;s de masa ml. , i=1Ln, p curbe materiale

(C ), kzﬁ, suprafete materiale (S i ), l :L_u, v volume materiale (D j ), i :L_v, raportate la un

sistem de referintd 7 .
Impulsul sistemului material fatd de reperul 7' este, prin definitie:

- n - p - n —> % -
H=Ymivi+ ¥ [ vpd+XY [[vpdot¥ [[[vpdr. (6.1)
i=1 k=1(Cy) I=1(S;) J=H(D})

in care:
- om, este masa punctului material M ;

_>

- v; este viteza punctului M; fata de reperul T';

%
- v este viteza punctului curent al varietdtii geometrice materiale (curbd materiald, suprafatd
materiald, volum material), fata de reperul T ;
- p este masa specifica (liniara, superficiald sau volumica, dupa caz).
Unitatea de masura a impulsului este kg m/s. Impulsul mai poarta si numele de cantitate de miscare,
fiind una din méarimile care stau la baza principiilor mecanicii.
Impulsul unui sistem material se poate calcula cu relatia:
- -
H=m-veo (6.2)

—
in care m este masa sistemului material, iar v~ este viteza centrului de masd al sistemului material fatd de

reperul T .

Demonstratie: Se va determina relatia (6.2) in cazul sistemului de puncte materiale si in cazul
solidului rigid.

In cazul unui sistem de puncte materiale vectorul de pozitie al centrului de masa, fata de reperul T
se calculeaza cu relatia:

—> 1 " —>

ro=—>>m.r;.
C m i-1 11

Prin derivare in raport cu timpul rezulta:
[ ] [ ]

—> 1 7 vl

r =— Zml }"l' .
C mig
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- > - >
Darr =v c este viteza centrului de masa, iar rp =v; este viteza punctului M is deci:
—> 1 n —>
ve=— 2.m; v; , de unde rezultd imediat relatia (6.2).
m .
i=1

In cazul solidului rigid, considerat volum material (demonstratia este identicd pentru curba materiala
rigida sau suprafatd materiala rigidd), cu definitia (6.1) a impulsului se obtine:
— -
H=[[[v pdr. (6.3)
(D)
Viteza punctului curent al rigidului se calculeaza cu relatia Euler:
o
vV =vptoxr.
. -
Inlocuind in (6.3) si tindnd cont ca viteza originii reperului propriu v, si viteza unghiulara a

_)
solidului rigid @ nu depind de punctul curent se obtine:
- > - >

H=vy [[fpdt+ ox [[[ r pdr.
(D) (D)
Dar:
- - —
[[fpdr=m este masa solidului rigid iar [[[ » pdr=mr _,in care r  este vectorul de
(D) (D)
pozitie al centrului de masa al rigidului fatd de reperul propriu. Prin urmare:

— - - > —
H=m votoxro |=m-ve

e e T
deoarece vot+ OXre =ve este chiar viteza centrului de masa.

Relatia (6.2) este valabila pentru orice tip de sistem material, deformabil sau nedeformabil,
demonstratia pe cazul general se poate face tinandu-se cont de regulile de derivare ale integralelor, reguli
care se vor stabili ulterior, folosind ecuatia de continuitate a masei.

6.2. Momentul cinetic

Momentul cinetic al unui sistem material fata de un punct O este prin definitie:

- n—> o p - - P v - -
Kop=Xrxmiv;+ Y [ rxvpds+Y [[rxvpdo+y |[[[rxvpdr
i=1 k=1(c, 1=1(s, j=1(D ]
J
(6.4)
in care:
%

- 1 este vectorul de pozitie al punctului material M 7 i=l,n, fatade O;

%
r este vectorul de pozitie fatd de O al unui punct curent al varietatii geometrice materiale, iar

ceilalti termeni au aceeasi semnificatie ca in relatia (6.1).
Unitatea de misura a momentului cinetic este Kg m?/s.
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Un caz particular 1l prezintd momentul cinetic al solidului rigid. Dupa cum se stie solidul rigid este
raportat la un sistem de referinta propriu si un sistem de referintd exterior. Momentul cinetic al solidului rigid

fata de originea reperului propriu este:
— - > > (> > > - - - >
zgﬂ)rx % pa’rz(m)rx(v0+ ®x rjpdr (]ﬂ)rvapdz'+(ﬂj)rx(a)x rjpdz'—
D D

— - ) > > [5)
7 et i { : } [rur]f{w}pdr:mrcw{ : } W olpds
D) D) D)

Dar [[[[r][r]f pdz= [J P] este matricea de inertie fatd de reperul propriu. Se obtine:

— - o5 =D o
K 0 =MreXVot J p@
=
in care J p este tensorul de inertie al solidului rigid fata de reprul propriu.

%
Daca se noteazd cu R vectorul de pozitie al punctului curent al solidului rigid fata de reperul

exterior atunci momentul cinetic al rigidului fatd de origine Oy a reperului este:

- - {—)—)}—) - - - -

(6.5)

KOO = [[[Rxv pdr=[[[ | Rp+ 71 |x Vv pdr= [[[Ryx Vv pdr+ [[[r xv pdr=

(D) (D) (D) (D)
— — e

=Rpx [[| v pdt+ Ky =RpxH+K (6.6)
(D)

Daca se tine cont de (6.2) si (6.5) se obtine:

- - > e

K()O =mR0xvC+er><v0+JP ) (6.7)

Cazuri particulare :
a) Solidul rigid in migcare de translatie:

- - 2 - - —
KO—er O,adlcé KOO :mRoxvC+erxv0 (6.8)
Daca se alege reperul propriu cu originea in centrul de masa al rigidului atunci:

- - - —>
KO = 0, rezulta KOO = mRCx Ve (6.9)
b) Solid rigid in miscare de rotatie:

- - - -

KO =J13a)ll+J23a)12+J33a)13 (6.10)

6.3. Energia cinetica

Energia cineticd aunui sistem material fata de un reper T este:

n -2 P 1—>2 u 1—>2 v 1
T= ‘Z Emi vi + 2 5 v pds+Y || 5 v pdo+ Z 1]} 5 v pdrt.(6.11)

In cazul unui solid rigid:
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_1 ;) r:l T=— Ll el v [ e T=
SV (;g){ Y ivlpd (fg}({ P lol [1) bo J+rY o} )pa
— 11 (bol bol+bo MY o)+ o} [ oo 1ol PIIF) o} )pdr -

1 t 1 t t 1 ¢
=3 bol kol piee3bof W elpdersloff o lodes

;{ ! ﬂf[ AR }Pdf=;m{vo}t{v0}+;m{vo}t[rc]t{wﬁ;m{w}t[rc]{"o}+

[J ]@

Daci se tine cont ca: {VO }t [VC ]t a) = {a)}t [VC ]{VO }: {VO }t [a)]{rc } se obtine:
1

1 t
T—Em{vo} {v0}+ m{vo} a)]{rc} {a)} [JP]{Q)} (6.12)
1 2 - > - > = >
Vectorial, se scrie: T—Em votmvo;®ire +5 o Jp o (6.13)
Cazuri particulare :
—2
a) Solid rigid in miscare de translatie: T = 5 mve (6.14)
—2
b) Solid rigid in migcare de rotatie: 7' =5J A @ (6.15)

in care J 5 este momentul de inertie al solidului rigid fatd de axa de rotatie.
¢) Solid in miscare plana:
Daca se alege axa Ox3 a reperului propriu astfel ca s treaca prin centrul de masa C al solidului

- >
rigid avem X1c =% 0, Vo =VCe > J 33 J Ac (momentul de inertie al rigidului in raport cu o axa
normald la planul migcarii si care trece prin centrul de masa C'), atunci:
T—Em VC+§JAC w (6.16)
d) Solid rigid cu punct fix: se alege reperul propriu cu originea in punctul fix si se obtine:
1> (: —>J
T:Ea)- Jp @ (6.17)

Daca impulsul si momentul cinetic sunt marimi vectoriale, energia cinetica este o marime scalara,
pozitiva si poate fi priviti ca o mirime de stare. Unitatea de misurd a energiei cinetice este kg m*/s*=J
(Joule). Daca se alege originea reperului propropiu in centrul de masa al rigidului relatia (6.13) devine:

R e

T:EmvC+5a) Jpw (6.18)

Aceastd relatie exprima faptul cd energia cineticd a unui solid rigid este suma dintre energia cinetica
a centrului de masa, in care se considera concentratd intreaga masa si energia cinetica a miscarii de rotatie a

corpului in jurul propriului sdu centru de masa. Aceasta este importanta teorema a lui Koenig referitoare la
energia cinetica a rigidelor.
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