7. ELEMENTE DE DINAMICA

Dinamica este partea din mecanicd care studiazd comportarea sistemelor mecanice supuse actiunilor
exterioare. Pe langa notiunile de cinematica (viteza, acceleratie, viteza unghiulara, acceleratie unghiulard) si
cele din cinetica (impuls, moment cinetic, energie cineticd), in dinamica se mai folosesc si alte notiuni
fundamentale: forta, lucru mecanic, potential, putere.

7.1. Notiuni fundamentale

7.1.1. Forta

Forta caracterizeaza actiunea mecanicd a unui sistem mecanic sau fenomen fizic asupra altui sistem
mecanic. Mai general, forta este un aspect al interactiunii mecanice dintre corpurile si fenomenele din
univers.

Actiunea unei forte asupra unui sistem material se poate face prin contact direct sau de la distanta
prin intermediul campurilor fizice.

Experienta arata ca forta este un vector, care, in general, este legat de punctul sau de aplicatie, avand
prin urmare toate proprietatile vectorilor. Unitatea internationala de masurd pentru fortd este newtonul
(simbolizat N).

Se postuleaza ca forta este un vector obiectiv, adicd marimea sa nu depinde de sistemul de referinta
ales, precum si faptul ca actiunea exercitata prin forta se transmite instantaneu (in mecanica relativisita viteza
de transmitere a acestei actiuni este limitata).

7.1.2. Cuplul

Deoarece o fortd actioneaza in punctul sau de aplicatie, in cazul punctelor materiale, dacd asupra
unui punct actioneaza mai multe forte, acestea pot fi inlocuite prin rezultanta lor.

In cazul unui solid rigid, asupra acestuia pot actiona forte care au puncte de aplicatie diferite.
Prezinta interes cazul in care asupra solidului actioneaza doua forte egale ca marime, paralele dar de sens
opus (fig.7.1).

Fig. 7.1

Torsorul de reducere al celor doi vectori intr-un punct O, oarecare, este format din:
> >
- vectorul rezultanti: R=0 ;

e
- vectorul moment rezultant in punctul O: M O =BAXF .

Se observa ca torsorul de reducere al celor doua forte nu depinde de punctul in care se face reducerea
si este format numai din vectorul moment rezultant. Se spune ci aceste forte formeaza un cuplu (moment),
care ste un vector liber, punctul de aplicatie al acestuia putand fi orice punct al solidului rigid.

in acest fel in locul celor doud forte se poate considera cd asupra solidului rigid actioneazi
momentul acestora. Este de precizat faptul cd asupra solidului rigid pot actiona atat forte cat si cupluri
(momente) pe cand asupra punctelor materiale pot actiona numai forte.

Unitatea de masurd pentru moment este N-m.
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7.1.3. Lucru mecanic. Potential. Putere

%
Se considerd o fortd F' al carei punct de aplicatie se deplaseaza pe o curba (C) (fig. 7.2).
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Definitie. Circulatia vectorului F pe curba (C) se numeste lucrul mecanic al fortei I pe curba

(C), deci:

- -
L= [Fdr (7.1)
©)
Unitatea de masura a lucrului mecanic este joule (J).
%
Forta F din (7.1) depinde, in cazul cel mai general, atdt de pozitie cat si de timp, deci
e — — - >

F=F|r;t|=F (xl;xz;X3; t ) Daca forta F are un caracter irotational (adica rot F'=0 ) atunci

%
existd o functie V', numita potential asociat lui F', astfel incat:
- vz o oV
F=-VV=od i+ —iy+ i3 |. (7.2)

8x1 8x2 8X3

_)
In acest caz, lucrul mecanic al fortei F este:

%
L= [-VFdr =— | a—de1+a—de2+8—de3 = [dV=V(40)-V(Bit)  (1.3)
8x1 8)62 8)63

©) ©) ©)
Prin urmare, in acest caz, lucrul mecanic nu depinde de drum ci numai de pozitia initiala si pozitia
_)
finala a punctului de aplicatie a fortei F .
- -
Deoarece dV=—F - dr , potentialul asociat unui cAmp de forte conservativ se calculeaza cu relatia:
- -
VIM;ty=—[F-d r +ct. (7.4)
Se prezintd 1n continuare cateva exemple de forte pentru care se determind potentialul:

- >
a) F =K (vector constant)

76



- - -

V=—[K-d r +ct=—K- r +ct ; (7.5)
%
— . —
b) F =K-r" -— ,incare r=| r |, n#—1, KeR
r
N
K
V= —jK-rnL-d r =—jKrndr=——rn+1+ct ) (7.6)
r n+l
2 5 - -
S-a tinut cont ca din » =7~ rezultd, prin diferentiere,ca »-d r =rdr.
%
%

r . . . . "
c) F =¢(r)-—,incare ¢(r) este o functie care depinde numai de modulul vectorului de pozitie
r

%
r . Atunci:
%
;o
V= —j¢(r)~7~d r=—[g(r)dr. (7.7)

> > >
Se considerd cazul unui punct asupra cdruia actioneazd un sistem de forte F9,f5,....F}, fiecare

avand potentialul Vl ,V2 ,...,Vn . Potentialul rezultantei este:

- —> n—> — n
V=—[Fd r+ct=—[ L F;d r +ct=V|+Vy+..+V, = 3V; (7.8)
i=l1 i=1

adica suma potentialelor celor n forte care actioneaza asupra punctului.
Forma difereniala:
- >
oL=Fd r (7.9)
%
se numeste lucrul mecanic elementar al fortei F . In (7.9) s-a folosit notatia SL si nu dL deoarece, in
general, lucrul mecanic elementar nu este o diferentiald exacta.

_>
Prin definitie puterea asociata fortei F' este data de:
oL
P=— (7.10)
dt
Rrezulta ca:
- >
Fdr
P= =F-v (7.11)
dt
. —>
In cazul unui cuplu M puterea se calculeaza cu relatia:
- >
P=M o (7.12)
%

in care @ este viteza unghiulara a solidului rigid asupra caruia actioneaza cuplul M .
Unitatea de masura pentru putere este wattul (1W = 1J/1s).

7.2. Axiomele mecanicii punctului material

77



Elaborarea modelelor matematice pentru miscarile punctelor materiale si sistemelor de puncte
materiale se face pe baza urmatoarelor axiome:

Axioma AP1 (principiul inertiei). Exista un sistem de referinta, numit sistem de referinta inertial, fata

- >
de care un punct material asupra caruia nu actioneaza nici o fortd ( F' = 0 la orice moment) se gaseste fie
in repaus fie in migcare rectilinie si uniforma.

Axioma AP2. Fata de un sistem de referinta inertial:

- -

m-a =F (ecuatia Newton) (7.13)
in care:

- m este masa punctului material;

%
- a este acceleratia punctului material fata de reperul inertial;
_)

- F este rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctului material.

Observatie. Relatia (7.13) face legatura Intre unitatea de masura a fortei si unitatile de masura pentru
masa, spatiu si timp. Astfel newtonul este forta care imprima unui punct material de masa 1 kg o acceleratie
de 1 m/s’, fatd de un sistem de referinta inertial.

Axioma AP3 (principiul actiunii si reactiunii). Daca se considera un sistem material izolat format din

- —

doud puncte materiale M7 si M ) si dacd [y este forta cu care M 1 actioneaza asupra lui M 5 si Frq este
forta cu care M ) actioneaza asupra lui M E atunci:

- > -

Fp+1;=0 (7.14)

Principiul actiunii si reactiunii poate fi extins astfel: fortele cu care interactioneaza doua sisteme
materiale sunt egale si de sens contrar.

Trebuie mentionat cd aceste axiome se folosesc fatd de un sistem de referintd inertial a carei
existentd a fost postulatd de axioma AP1.

In mecanicd nu s-a gasit un sistem de referintd practic inertial, de aceea se accepti unele repere ca
fiind inertiale, cu introducerea unor aproximatii in elaborarea modelelor matematice si determinarea legilor
de miscare. In functie de gradul de precizie dorit se accepta ca inertiale urmatoarele repere:

- sistemul inertial terestru (SIT) care este un reper propriu atasat geoidului terestru, asimilat cu un
solid rigid;

- sistemul inertial geocentric (SIG) cu originea in centrul Pamantului si axele orientate spre trei stele
foarte indepartate;

- sistemul inertial heliocentric (SIH) cu originea in centrul Soarelui si axele indreptate spre trei stele
foarte indepartate;

- sistemul inertial galactic (SIGL) cu originea in centrul Galaxiei si axele orientate catre alte galaxii.

Fiecare din aceste repere este adecvat pentru o anumiti gamad de probleme. Pentru problemele
curente, care apar in tehnica, se foloseste sistemul inertial terestru.

Pentru elaborarea modelelor miscarilor punctelor materiale si sistemelor de puncte materiale, setului
de axiome de mai sus i se mai adauga inca una:

Axioma AP4 (axioma legaturilor sau axioma Cauchy): orice legatura impusd unui punct material
poate fi substituita cu o forta de legatura.

7.3. Axiomele mecanicii mediului material continuu

Deoarece un mediu material continuu nu poate fi privit ca o reuniune infinitd de puncte materiale,
axiomele expuse pentru punctul material nu pot fi aplicate in cazul mediului material continuu. Este deci
necesar sa se introducd un nou set de axiome.

Pentru inceput se va face o trecere in revista a fortelor si cuplurilor care actioneazd mediilor
materiale continue.

7.3.1. Forte si cupluri care actioneaza asupra unui mediu material continuu
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Se considera un mediu material continuu care, instantaneu, ocupd un domeniu spatial D(Z) cu

frontiera S(¢).
Fortele care pot actiona asupra acestui mediu material se pot clasifica in:
e forte masice — care sunt repartizate continuu in toate punctele domeniului D(?).

Rezultanta acestor forte este:

[}
— -l > > —
Eo= [l flrsrstlpl rit|dV (7.15)
D(t)
in care:
[}
= > >

- f| r; r;t| este intensitatea fortelor masice, cu unitatea de masura N/kg;

%
- p| 7t | este masa specifici volumica (in kg/m’);

- dV este elementul de volum din D(¢).
Dupa cum se observa intensitatea fortelor masice este o functie vectoriala care depinde de timp,
pozitia punctului considerat dar si de viteza sa.
e forte superficiale — care sunt repartizate continuu in toate punctele suprafetei S(¢) sau eventual
ale unei submultimi a acesteia.
Rezultanta acestor forte este:
[ ]
— > >
Fo=[[ T| r;r;t|dS (7.16)
S(1)

in care:
[ ]

-l > >
- T\ r; r;t| esteintensitatea fortelor superficiale;

- dS elementul de arie pe suprafata S(¢).
Unitatea de misura pentru intensitatea fortelor masice este N/m”. Evident ci si fortele superficiale
depind tot de timp, pozitie si viteza.
e fortele concentrate care actioneaza in anumite puncte ale mediului material.
Rezultanta acestor forte este:
[
- > >
Fy| rysngst
i=l1

(7.17)

M=z

-
F.=

Cuplurile care pot actiona asupra unui mediu material continuu se pot clasifica, la randul lor, 1n:
e cupluri masice — care sunt distribuite in toate punctele domeniului D(?).

Momentul rezultant al acestor cupluri este:
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—>|> > -
=[[[m|r;rit|p ritidV (7.18)
D(t)
in care:
[ ]
e

- m| r; r;t| este intensitatea cuplurilor masice, cu unitatea de masurda Nm/kg, care au aceeasi

dependenta ca in cazul precedent, al fortelor masice;
o cupluri superficiale — care sunt distribuite pe suprafata exterioara S(z).
Momentul rezultant al acestor cupluri este:

[ ]
= > >
I[ wl r;rit|dS (7.19)
S(@)
[ ]
- > -

i| 7 r;t| este intensitatea cuplurilor superficiale, masurati in Nm/m’.

[ J
> >-> _
e cupluri concentrate, M . j rJ rj, , J =1;p, cu momentul rezultant:
[ J
> p o>
MCZZMJ Vj,}"j,t (720)

Trebuie mentionat ca fortele si cuplurile concentrate nu pot actiona decat la medii materiale de tip
solid.

Torsorul de reducere intr-un punct O (care in particular poate fi originea sistemului de referinta) al
fortelor si cuplurilor care actioneaza asupra mediului material este format din:

- vectorul rezultanta care se calculeaza cu relatia:

— — — n—>
F=[[[f-pdV+ [[T dS+ X F; (7.21)
D(t) S(t) i=l
- vectorul moment rezultant in punctul 0 :
- - - > - > n—> —
My = fimpdv+ [uds+ $ M+ [ rxf pav+ [7xTds+ % nxh .2
D(z) S(t) J=1 D(z) S(t) i=1

7.3.2. Axiomele mecanicii mediului material continuu

Mecanica mediului material continuu se bazeaza pe urmatorul set de axiome:

Axioma ACI (axioma conditiilor initiale). Pentru a se cunoaste univoc pozitia oricdrui punct al
mediului material continuu la orice moment, este necesar ca la momentul initial sd se cunoasca pozitia si
viteza oricarui punct al mediului material continuu.
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Axioma AC2 (axioma invariantei masei). Masa oricarui subdomeniu A(Z), inclus in D(?), este
constanta in timp:

m =ct.

A1)
Axioma AC3 (axioma lui Cauchy). Dacd din domeniul ocupat de mediul material continuu se
detageaza un subdomeniu A(?¢) este necesar si suficient ca pe suprafata acestui subdomeniu sa se introduca o

V>0 . (7.23)

distributie continua de forte superficiale si cupluri superficiale.
Trebuie mentionat faptul ca distributia de cupluri superficiale se face numai la medii materiale cu

_)
Axioma AC4 (axioma derivatei impulsului). Daca H A(t) este impulsul fatd de un sistem de referinta

inertial al unui subdomeniu A(#) al mediului material continuu atunci:

— -
HA@t)=F (7.24)

%
unde [ este rezultanta tuturor fortelor care actioneaza asupra subdomeniului A(?) .

%
Axioma ACS5 (axioma derivatei momentului cinetic). Dacd K O,A(¢) este momentul cinetic al

subdomeniului A(¢) fatd de un punct O al unui sistem de referinta inertial, atunci:

[ ]

— -

KOA(t) =Mp (7.25)
%

in care M O ©ste momentul rezultant in punctul O al tuturor fortelor si cuplurilor care actioneaza asupra

subdomeniului A(?) .

Se observa cd ecuatiile care guverneaza migcarea mediilor materiale continue se aplica, ca si in cazul
punctului material, fata de un sistem de referintd inertial.

7.4.Aplicatii
Aplicatia 7. 1: Se considera urmatoarele campuri de forte:
>, 2 - )7
a) F = x2x3 ll + (2)61)(?2)(?3 +1)12 + x1x2 13
b) F= 5 q +ﬁ Iy +2X3 I3

X1 +)C2 X1 +)C2
— N (o -
c) F = (2)61)62 +X2) ll + (xl +2x1x2j 12
Sa se precizeze dacd acestea admit potential §i in caz afirmativ sa se determine axpresia acestuia.
Rezolvare: Pentru un camp de forte:

- > -

_)

F=F(xsxpi03 )iy + 5y xpsxpies )ig + B3y ) 3
conditia ca acesta sa fie irational, deci si aiba potential este:

OF; 3 6F2

8)(?2 B 6X3

8F3 0F

7.26
6)(?1 8x3 ( )
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o ok

axl 8X2
a) Se obtine imediat:
aFl 8F1
—==2 2X3 , T = xz
8X2 8X3
OF OF
T2 oy x, 2 =2xx

x| 273 0x3 12
OF OF-
3 x2 ; 3 _oxx
6)61 2 8x2 172

Se observa ca sunt indeplinite relatiile (7.26), deci existd potentialul }', acesta obtinandu-se
elementar cu (7.4):

V:—(xlxgx?) +Xxy )
b) Se obtine imediat:
OFf _ —4xxy  OF _

Ox 27 o
2 (ged)

an B —4X1X2 ) an

oxy [ 2 2)2’ o3

)Cl +X2
oF- oF
3. 3.0
6x1 8)(?2

Sunt verificate conditiile (7.26) deci exista potential. Acesta este:

V:—[ §+ln(x12 +x§ ﬂ

c) Se obtine:

OF 0F)
— =2x, +2x,; —=0
8x2 8x3

oF oF

“2 ooy +2x,; - 2=0
axl 8x3
o3 . O _

axl ’ 8)62

Sunt verificate conditiile (7.26). Potentialul atasat campului de forte este:
V=—XIX2 (Xl +X2 ) .

82



	Fig. 7.1
	Fig.7.2

