2.TEORIA MOMENTELOR
2.1. Momentul unui vector in raport cu un punct

In naturd, asupra sistemelor mecanice actioneaza diferite sisteme de vectori. Se pune problema
stabilirii conditiilor de echivalenta intre doud sisteme de vectori astfel Incat sa aiba acelasi efect mecanic,
precum si gasirea celui mai simplu sistem de vectori echivalent mecanic cu un sistem dat.

- -
Fie vectorul a cu punctul de aplicatie 4 . Momentul vectorului a fata de un punct O este definit
- >
ca produsul vectorial al vectorilor O4 si a :
S (=) - -

MO a |=04x a (2.1)

In concordantd cu definitiile produsului vectorial, momentul unui vector in raport cu un punct

P g
M, (g) este un vector perpendicular pe planul vectorilor & si OA aviand miarimea egala cu aria

triunghiului definit de cei doi vectori. Punctul O se numeste originea sau polul momentului.

%
Dacd, fard a pierde generalitatea, O este originea unui sistem de referinta fata de care vectorul OA4

are atasata matricea coloana {OA} = {xl s X553 Xs }/ (unde X1,Xp,X3 sunt coordonatele punctului A4 fatd de

sistemul de referinta precizat) atunci, cu (1.21), se poate scrie:

S () - )

Mol a|=3i Mgl a|r=1i [04]{a} 2.2)

- —>
Conform relatiei de mai sus, matricea componentelor momentului M ol @ |seva calcula cu:

M, ;) =[04)a} (2.3)

Detaliat se obtine:

Moy =xya3 —x3ay; Mgy =x3a; —xa3
S (>

Momentul M ol @ |are urmatoarele proprietati:

- (= -
1. M ol @ | nuse modifica daca vectorul a gliseaza pe suportul sau. Intradevar daca B este noul

- e e U e T T S
punct de aplicatie al vectorului a atunci: OBx a =| OA+ AB |x a =O0Ax a+ ABx a = OAx a ,
- > -
deoarece conform relatiei ABx a = 0 (fiind vectori coliniari).
%
Daca originea vectorului a nu se deplaseaza pe suportul sau, atunci momentul acestui vector fata de
- >

punctul O se va modifica deoarece produsul vectorial 4Bx a nu va mai fi nul.
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2. Momentul M a | este nul daca vectorul a este nul sau daca suportul sau trece prin punctul

0

- (=) - N

O. Acest lucru este evident deoarece, conform definitiei produsului vectorial, |M ol @ |= 0 daca =0
— (o>

sau |OA| =0 sau sin| OA4; a |=0, aceste ultime relatii corespunzand cazului cand dreapta definitd de

%
vectorul a trece prin O.
%
3. Formula de schimbare de pol: daca se calculeaza momentul vectorului a fatd de alt pol O'# O,

atunci:

S (=) 5> > (5 5>) > S(=) > -
MO' a |=0'4Ax a =| OA+ O0'0 xa:MO a |+0'0x a, (2.5)

—
deci, momentul unui vector 1n raport cu pol O' este egal cu momentul vectorului a 1in raport cu O, la care se
-

adaugd momentul in raport cu O' al aceluiasi vector a , considerat 1nsa cu originea in O.

- = o -
Se observa ca daca polul se mutd pe suportul vectorului a (OO’ a ), vectorii moment M 0 si

%
M o' sunt egali.

2.2. Momentul unui vector fata de o axa

— —

Fie o axa (A) de versor u iar O si O' doud puncte ale acestei drepte. Momentele vectorului a

%

(legat sau alunecator) fatd de punctele O si O' sunt legate prin relatia (2.5). Inmultind scalar cu versorul u

S ) >
si tindnd contca | O'Ox a |- u =0, se obtine:

> (= > > 7
MO' a -u:MO a|-u (2.6)

—
Prin urmare, proiectia pe axd a momentului unui vector a fatd de un pol O al axei are valoarea
independenta de pozitia punctului O pe axa.
Aceasta proprietate conduce la introducerea notiunii de moment al unui vector, legat sau alunecdtor,
—

fata de o axa. Prin definitie, momentul unui vector a fatd de o axa (A), notat M A - este egal cu proiectia
%
pe aceastd axa a momentului lui a fatd de un punct oarecare O al ei.
R T
MA:MOa “u 2.7

In conformitate cu definitiile produselor scalar si vectorial, valoarea absolutd a momentului unui
vector fatd de o axad oarecare este egald cu produsul dintre lungimea vectorului si distanta dintre suportul
acestuia §i axa consideratd, inmultit cu sinusul unghiului dintre vector si axa.
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Analiza relatiei (2.7), tindnd cont de definitia (2.1) a lui M 0 a |, releva faptul ca M A este nul

%
daca vectorul a este nul, sau dacd suportul sdu este coplanar cu axa (A)

2.3. Torsorul unui sistem de vectori
—> > o
Se considera un sistem (S ) de vectori legati sau alunecatori a150n sy > CU punctele de aplicatie

Ay,4y,..., A, . Prin definifie, torsorul de reducere al sistemului de vectori (S ), intr-un punct O, este

format din doi vectori si anume:
- rezultanta sistemului de vectori:

v n —>
R =73 a; (2.8)
i=1
- momentul rezultant in punctul O al sistemului de vectori:
- n —>(— n —> —

Punctul O se numeste originea sau polul tosorului.
> -
Dacia O este originea unui sistem de referintd atunci vectorii OAi = r; vor avea atasate matricele

{ri}z ixli;le.;x% }t care au componente chiar coordonatele punctelor A;. Matricele coloand atasate

vectorilor ce compun torsorul de reducere al sistemului (S ) se calculeaza cu relatiile:

{R}= é {al} : (2.10)
{MO }: él [ri]{ai }: _él [ai]{’i } (2.11)

Conditia necesara si suficientd ca doua sisteme de vectori sa fie echivalente intre ele este ca sa aiba
acelasi torsor intr-un punct oarecare din spatiu. In particular, conditia necesara si suficienti ca un sistem de
vectori alunecétori s fie echivalent cu zero este ca torsorul sau sa fie nul intr-un punct oarecare.
Proprietatile torsorului

1) Torsorul sistemului (S ) nu se modifica daca vectorii aluneca pe suportul lor.

2) Relatia de schimbare de pol: daci O'este alt punct diferit de O, torsorul de reducere in acest
punct este format din rezultanta:

—> n —
R'=3 a. si
0
i=1
- momentul rezultant:
e e i e e T e T S
M, =>04A4Axa;=Y|00+04. |xa:=M _ +0'Ox R=M _—-00%x R. (2.12)
o i=1 1 l i=1 l l 0] 0
%
3) Invariantii sistemului de vectori. Se observa ca rezultanta R nu depinde de punctul de reducere,
_)

deci este un invariant al torsorului. Un alt invariant se pune in evidentd prin inmultirea scalara cu R a
relatiei (2.12). Se obtine:

> > 5 5> (> 2>
R

%
M, R=M_-R-|OOxR|-R=M

%
0 0 ' o &

Prin urmare produsul:



- >

T=M, R (2.13)

nu depinde nici el de punctul de reducere. 7' se numeste trinom invariant sau scalarul torsorului.

Scalarul torsorului rezultant a "n" vectori alunecatori este egal cu suma momentelor reciproce ale
tuturor vectorilor luati doi ciate doi.

> >

4) Dacda R = 0, conform relatiei de schimbare de pol (2.5), nici momentul rezultant nu depinde de
pol, deci, pentru sistemele pentru care rezultanta este nula, momentul rezultant poate fi considerat vector
liber, fiind si el invariant fatd de schimbarea polului.

Daca polul se deplaseaza pe directia rezultantei, momentul rezultant nu se schimba.

2.4. Axa centrala a sistemului de vectori

Se considerd sistemul de vectori (S ) care in originea O a unui sistem de referintd are torsorul de

- —
reducere format din rezultanta R , nenuld, si momentul rezultant M o carese calculeaza cu relatiile (2.8) si

(2.9).
Multimea punctelor P, din spatiu, pentru care rezultanta si momentul rezultant sunt coliniare este o
dreaptd numitd axa centrald a sistemului de vectori.

Intr-adevir conform formulei (2.12):
e e

MP:MO—er (2.14)
- > - —
in care r = OP . Deoarece pentru punctul P, rezultanta R si momentul rezultant M P sunt coliniare se

poate scrie:

- o> o

RxM p, =0 (2.15)

Inlocuind (2.15) in (2.14), se poate scrie:
> 55> 5 [(D2)> ([ 2)>
0=R><MO— R-R|{r+|R-r |R (2.16)

—
Din aceasta relatie se poate deduce expresia lui 7 :

> o> o

- 2.1
r=rot AR (2.17)
in care:
- >
- >
—> Rx MO R-r
V= ; A= (2.18)
- > - >
R-R R-R
Relatia (2.19) este ecuatia vectorialad a unei drepte care trece prin punctul C avand vectorul de
- >
pozitie 7, si este paraleld cu rezultanta R .

C

Pentru a prezenta sub forma scalara ecuatia axei centrale se scrie relatia (2.14) sub forma matriceala:

{Mp}= WO j+ [R]r} (2.19)
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%
in care {M 0 }: {M OI;M 02;M 03 este matricea coloand atasata lui 0’ {r}: {xl;xz;x?,}‘ este

0 -R R
— 372 —
matricea coloana atasata lui » iar: [R] = R3 0 — R1 este matricea antisimetrica atasatd lui R .
— —

Deoarece M p este paralel cu R se poate scrie:

{M o }+ [Rlfr}=k- 73) (2..20)

care detaliat da:
MOI — R3x2 + R2x3 = le
MO2 + R:,,x1 - R1x3 = kR2 (2.21)
MO3 - R2x1 + Rlx2 = kR3.
Eliminand in (2.21) constanta k se obtine ecuatia axei centrale:

0 T R W )
R Ry Ry
daté ca intersectie a doua plane.

(2.22)

Momentul rezultant calculat in raport cu punctele situate pe axa centrald are valoare minima si se
numeste momentul minimal.

2.5. Aplicatii
e
Aplicatia 2.1. Fatd de un sistem de referinta Ox x,x5 se considerd vectorii a =21y +3ip 0—13 si
e
b =11 —2ip+ 313 care au punctele de aplicatie A(1;0;1) si B(2;1;—1) . Se cer:

> -
1) Momentul reciproc al vectorilor a si b .

2) Momentele celor doi vectori fatd de originea O a sistemului de referinta.

3) Momentul vectorului a fatd de dreapta (A;) definitd de ecuatiile:
X1 +x2 —2x3=0
2X1 —x2 —x3=9.
N
Momentul vectorului b fata de dreapta (A 2) care trece prin punctul P(1;2;1) si are versorul

u=—ij+—-iy.
517512

4)

Rezolvare:

-> -
1) Vectorii a si b se pot scrie sub forma:

> (=) )
a ={i} {a}:{i} {2;3;—1}t
S (=)t )¢
b ={i} {b}z{i} {1,-2:3}L.
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Vectorii OA si OB sunt:

> 5 (o) )¢
OA :rAz{i} {rA}z{i} {01}t

SN ESE >\
OB=rB={i} {I’B}Z{l} {2;1;—1}t

si au matricile antisimetrice atasate:

0 -1 0 0 1 1
[ral=|1 0 —1];[g]=[-1 0 -2|.

0 I 0 -1 2 0

— e T >\
Vectorul AB este: AB=rg—ra =1 1 ({rB}—{rA})z i {1;1;—2}t

si are atagatd matricea antisimetrica:

0 2 1
[AB]=|-2 0 -1].

-1 1 0

> -
Momentul reciproc al vectorilor a §i b este:

- > - > > 02 1l
m| a;b |=| a;AB; b |={al'[AB]b}={23;-1}|-2 0 -1[{-2!=-14
-1 1 0|3

ﬁ
2) Momentul vectorului a fata de punctul O este:

Y oy ()t atfo -1 0]f2
Mo[a]:OAxa:{i}[rA]{a}z{i} 1 0 113 =

0 1 0]-1
ENL > 5> -
—dib =333 =30 +3ip+3i3 .

9
Momentul vectorului b fata de punctul O este:

N s (ot atfo o[
Mgo| b [=0Ax b =<i} [iglbl=4it|-1 0 —2[{-2¢=
-1 2 03
ENL e
=it =75t =i - 7ip-503 .
_)

3) Pentru a gasi momentul vectorului a fatd de dreapta (Al) se vor determina mai Intdi doud
puncte ale acestei drepte. Pentru aceasta se va intersecta dreapta (Al) cu doua plane. Fie M punctul de
intersectie al dreptei (Al) cu planul de ecuatie x| = 0. Coordonatele punctului M sunt: M(0;-6;-3). Fie
punctul de intersectie al dreptei (Al) cu planul de ecuatie x3 =0. Coordonatele punctului N sunt:

H
N(3;-3;0) . Vectorul MN este:
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- )¢ >t
MNz{i} -{MN}z{i} 3330,

%
Mairimea vectorului MN este:

IMN| =N N =345

Considerand orientarea dreptei (A1) dela M la N, versorul dreptei (A1) este:

-5 e84

%
Vectorul MA este:

M?H

[MA]=

%
i } 1 ;6; 4 51 are atagatd matricea antisimetrica:

|
2k

Momentul vectorului a in raport cu punctul M este:

Y ()t oo -4 672
MM(aJ:MAxa:{i}[MA]{a}:{i} 4 0 -1K3¢=

-6 1 0]-1
Ot
=i} {1899}t

H
Momentul vectorului a in raport cu dreapta (Ag) este:

MA@_HI 3]s

4) Vectorul PB este:

> () L
PB={i} -{PB}=1i -{l;—l;—Z}t si are atagata matricea antisimetrica:

0 2 -1
[PB]=|-2 0 -1|.
1 1 0

9
Momentul vectorului b 1in raport cu punctul P este:

5) o o () S0 2 -1l
Mp[b]:PBxb:{l}[PB]{b}:{i} -2 0 —1k-2¢=

1 1 0]]3
ot
=dit 75—t
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Momentul vectorului b in raport cu dreapta (A7) este:

MAz b ZU'MP b —?

. . g d A A e A A A
Aplicatia 2.2. Se considera sistemul de vectori ay =14 +212— iy, ay = 3 | =1y, a3 =1 —312+ I3 5

- 7 o
ay ==l +iy+ 3 Iy avand punctele de aplicatie A1 (1;0;2) , A2 (2;—1;1) , A3 (O;O;l) , A4 (— 1;1;0). Se cer:

1) Sa se determine torsorul de reducere al sistemului de vectori, in punctul O, origine a sistemului
de referinta.

2) Sa se determine torsorul de reducere al sistemului de vectori, in punctul B (1;0;1).
3) Sa se determine axa centrala a sistemului de vectori.

Rezolvare:
1) Rezultanta sistemului de vectori este:

> > o> 5 > —}t ; —.> -

R:a1+a2+a3+a4: i -{1;2;—1} +< 1 3 10 +< 1
! L -

-{1;—3;l}t+ i -{—1;1;3}t =41 -{4;—1;3} 411—1 +313

Momentul rezultant in punctul O al sistemului de vectori este:
- - (> > (> el - (> e e
MO:MO ay +M0(a2 +MO 3ijM J OA xa +0A X ar + OA, X a,+

™

3773

+0;>4x;;{?}t[%]{gl} {7 }[OA Lo, H[ +{?}t;)A4]{a4}
S R e R R o

RTINS S IR IR
+9ir [0 0 1[1b=4it Bo3)f 3ll+1012+3l3

-1 -1 0|3

2) Rezultanta sistemului de vectori are aceeasi expresie.
Pentru determinarea momentului rezultant in punctul B trebuie calculati vectorii:

- 2> > > > p
BA; =O04-0B =i, =1 i ; {0;0:1}

1 3

29



- > > 5> o oo (o)
BAy =04,~OB=-2i +i,—iy=1i ¢ {-21-1}.

172737
Momentul rezultant in punctul B al sistemului de vectori este:

S (D (D) oD o> e e
MB:MB(alijMB(a2)+MB(a3)+MB(a4]=BAlxa1+BAzxa2+BA3><a3+

Bl {?}’[BAI]{HI}+{?}’[BA2]. ) ﬂ[ b {?

0 -1 0 1 _>t00—13 !
I 0 092 ,+41 0 0 —1|5-1p+<1i
0 0 0] |1 1 1 010

0

IRY R IES R N
Qb =1 0 281 b=qi b {294) =20 +9i,+4i, .
-1 -2 0|3

Momentul rezultant in punctul B se poate calculasi cu formula de schimbare de pol:

N ek >)! ! 40 -1 0
MB=MOOBxR={i}{MO}{i}[OB].{R}_{i}{xlo;ﬂf{i} 10 -1

0 1 0

4 t

= A g

-1 ={z} {2:9;4} =20 +9iy+4iy.
3

Se verifica In acest fel corectitudinea calculelor precedente.
3) Ecuatia axei centrale este data de relatia (2.15):

3—3x2 — X3 _ 10+3x1 —4x3 ~ 3+x1 +4x2

4 -1 - 3
care poate fi pusa ca intersectie a doud plane

{12361 ~3x, —13x3 +43=0

IOx1 +4x2 —12x3 +33=0

- o> - e e
Aplicatia 2.3. Se considera vectorii paraleli aj =21y, ap =-31] , a3 =411, a4 =—11 , avand punctele
de aplicatie A1(2;1,0), A2 (0;—=11), A3(1;0;1), A4(0;0;2). Se cere:
1) Torsorul de reducere in raport cu originea sistemului de referinta.
2) Axa centrala a sistemului de vectori.

Rezolvare:
1) Rezultanta sistemului de vectori este:

5> 5 5 o> > (=) >t
R =—aj+ap+az+ag =4i ¢ {2008 +{i b -{=3:0,0}' +

)¢ >\ - -
+{i} -{4;O;O}t+{i} -{—I;O;O}t:{i} 2,00}t =21y .

Vectorii de pozitie ai punctelor de aplicatie fatd de originea sistemului de referinta sunt:
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- -
OA4 = TA, =

{?}t b, |- {?}t (002!

si au atagate urmatoarele matrici antisimetrice:

0 0 1 -1 -1 0 -1 0
[rAl]z 0 0 =2 [rA2]=1 0 01 [rA3]=1 0 -1i;
-1 2 0 1 0 O 0 1 0
0 -2 0
[rA4]= 2 0 0]
0 0 O
Momentul rezultant in punctul O este:
— —>(—>J —>£—>J —>[—>J —>{—>J - -
Mp =Mqp|a] [+Mp|az [+Mp|a3 [+MQ|ag |[=O0A|xaj+
NN BN
+OA2><a2+OA3><a3+OA4><a4={i} [rA1 ]{a1}+{i} A, ]{az}+

gt Ot atfo o 12
+{ i _rAS]{a3}+ iflra, flaat=1ip]0 0 —2§0
-1 2 0

atfo -1 =1(=3) (ytfo -1 07f4
+ibft 0 oRobt+qit|1 0 —1[0l+

1 0 o]0 0 1 o]0
atfo =2 0)(-1) Lyt IR
+4it|2 0 0fob=1i} {015t =—ip-5i3

0 0 o0Jl0

2) Ecuatia axei centrale este:
0_ -1-2x3 -5+2x)
20 0
de unde:
{2){3 +1=0

2x9-5=0
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	Aplicaţia 2.1. Faţă de un sistem de referinţă   se consideră vectorii   şi   care au punctele de aplicaţie  şi  . Se cer:

