5. GEOMETRIA MASELOR

5.1. Masa. Definitii. Axiomele de masa

Masa este o marime scalara care masoara cantitatea de materie a unui sistem material. Din punct de
vedere fizic masa se prezintd sub doud aspecte: masd inertiald §i masa gravifica (gravitationald). Masa
inertiald are 1n vedere inertia, acea proprietate a sistemelor materiale de a nu-si modifica starea de miscare
fatd de un reper, numit reper inertial, daca nu interactioneaza cu alte sisteme materiale. Masa gravitationala
se refera la interactiunea gravitationald dintre sistemele materiale. Acest aspect calitativ al masei apare in
forta de atractie gravitationala (sau atractie universald sau newtoniand).

Experimental s-a constatat egalitatea cantitativd a masei inertiale si masei gravifice.

Unitatea de masurd a masei este kilogramul (Kg).

De-a lungul istoriei mecanicii s-a constatat cd masa oricarui sistem material indeplineste anumite
proprietati, are anumite caracteristici intrinseci, care nu pot fi demonstrate, ci acceptate ca atare. Aceste
proprietati pot fi sintetizate Tn urmatoarele axiome de masa:

- Axioma 1. Masa oricarui sistem material (), notatd m(S), este intotdeauna pozitiva, deci:

M(S)>0 (5.1
- Axioma 2. Dacd un sistem material (S) este format din 7 subsisteme materiale (S;), disjuncte

intre ele, atunci masa sistemului (S) este egala cu suma maselor subsistemelor componente:
n
m(S)= 3 m(S) (5.2)
=1 !

- Axioma 3. Masa unui sistem material (§) este constanta in timp. Exprimarea matematica a acestei
axiome este:

m(S)=0 (5.3)

Este de precizat ca aceastd ultimd axioma este valabila numai pentru sistelele cu masa constanta,
care nu efectueaza schimburi de masd cu alte sisteme materiale. Dacd masa sistemului este variabila
(sistemul pierde sau primeste masa) axioma 3 se exclude.

5.2. Varietati geometrice materiale

Se considera un sistem material () care ocupd un domeniu spatial (D). In functie de dimensiunile
domeniului (D) se introduc urmatoarele concepte mecanice, rezultate prin abstaractizare:

- Punct material (notat PM ) este un punct geometric ciruia i se asociazd o masa.

- Curba materiala (notatd CM ) este o curba geometrica in punctele céreia este repartizatd masa.

- Suprafata materiala (notata SM ) este o suprafatd geometrica in punctele céreia este repartizatd
masa.

- Volum material (VM ) este un volum geometric in punctele caruia este distribuitd masa.

Aceste concepte mecanice numite varietdti geometrice materiale, care reprezintd niste idealizari, au
fost introduse pentru usurarea studiului miscarilor mecanice.

Mairimea care caracterizeaza distributia masei unui corp este masa specifica, intilnitd si sub
denumirea de densitate. Pentru fiecare tip de varietate geometricd materiald se defineste mai jos, cate un tip
de masa specifica.

Pentru varietatile geometrice materiale masa se calculeaza in felul urmator:

- pentru curba materiala:

m= [ p(P;t)ds (5.4)

©)
in care:
- (C) este curba geometrica suport pentru curba materiala;

- p(P;t) este masa specifica liniara, care depinde de punctul P de pe curba si de timp
(daca curba este deformabild);
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- ds elementul de arc pe curba (C).

Unitatea de masurd pentru masa specifica liniara este Kg/m.
- pentru suprafata materiala:

m= || p(P;t)do (5.5)
(S)

in care:
- () este suprafata geometrica suport pentru masa;
- do este elementul de arie pe suprafata (5);
- p(P;t) este masa specifica superficiald, care depinde de pozitia pe suprafatd
(punctul P ) si de timp (daca suprafata este deformabil).
Unitatea de masura pentru masa specifica superficiala este Kg/m®.
- pentru volumul material:
m= (|| p(P;t)dz (5.6)
(D)
in care:

- (D) este volumul geometric suport pentru masa;
- dt este elementul de volum din (D);
- p(P;t) este masa specifica volumica, care depinde de pozitia in domeniul (D) si de
timp (daca domeniul (D) este deformabil).
Unitatea de masura pentru masa specifica volumica este Kg/m”.
Daca se raporteaza varietatea geometrica materiala la un sistem de referinta atunci pozitia oricarui

%
punct al acestuia (P) fatd de reperul considerat este datd prin vectorul de pozitie 7 . De aceea in relatiile

%
anterioare, masa specifica p(P;t) se poate scriec p| r ,t |, sau mai simplu p.

5.3. Centrul de masa

i=1,_n (notat SPM), avand masele m;

Se considera un sistem de puncte materiale M : i

l’
- P
(m; zm(M i )), raportat la un sistem de referintd. Fie r ; vectorul de pozitie al punctului M is i=ln,

fata de reperul precizat.
Centrul de masa al sistemului de puncte materiale este un punct notat C al cérui vector de pozitie
fata de reperul considerat este dat de relatia:

—> 1 n —>
ro = ST .
C m z ml 1 (5 7)
i=1
in care:
n
m= Y, m; , este masa sistemului de puncte materiale.
i=1

Coordonatele centrului de masa se obtin din detalierea relatiei anterioare Astfel, in cazul sistemului
de puncte materiale, acestea sunt:

1 n
X =—>x -m

l_

1 n
X =— > m (5.8)

= X . .
2C my_y 2
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Proprietatile centrului de masa sunt :

Proprietatea 1. Daca un sistem material este inclus in interiorul unei suprafete convexe, atunci
centrul de masa al sistemului se afla in interiorul acelei suprafete convexe.

Proprietatea 2. Pozitia centrului de masa al unui sistem material nu depinde de sistemul de referinta
ales.

Proprietatea 3. Daca sistemul material (S) este o reuniune de subsisteme (Sy) k& = G , disjuncte

%
intre ele, la care se cunoaste pozitia centrului de masa C ) prin vectorul de pozitie k fata de un reper dat,

atunci centrul de masa al sistemului material (S) are vectorul de pozitie:
v=— >my r (5.9)
C k "k
Mi=1
in care:
- mj, este masa subsistemului (S );

n
-m= )Y m _ este masa sistemului ().
k=1

In acest fel, din punct de vedere al determinirii pozitiei centrului de masa, fiecare subsistem (.S k)

se inlocuieste cu un punct material cu aceiasi masa ca (S k)’ plasat in centrul de masa al subsistemului

(S;).

Proprietatea 4. Daca sistemul material admite un plan, o axd sau un punct de simetrie materiala
(simetrie geometrica si masica) atunci centrul de masa se gaseste in planul, pe axa sau in punctul de simetrie
materiala.

Proprietatea 5. Daca toate punctele unui sistem material se gasesc pe o axa sau intr-un plan atunci si
centrul de masa se gaseste pe axa sau in planul respectiv.

Aceste proprietati pot fi folosite pentru simplificarea calculului pozitiei centrului de masa la
corpurile cu geometrie complexa. In acest sens este util si se considere corpul ca fiind alcatuit din mai multe
parti, fiecare din acestea ocupand un subdomeniu.

Se calculeaza, in prealabil, masele si pozitiile centrelor de masa ale acesor subdomenii. Apoi se
considerd masele subdomeniilor componente concentrate in centrele lor de masd si se trateaza sistemul
material ca un sistem discret alcatuit din puncte materiale. Dacd unele din aceste subdomenii (parti
componente ale corpului initial) reprezintd goluri, atunci masele lor se iau cu semn negativ, pentru ca,
suprapuse peste o parte a unui subdomeniu de masa pozitiva, sa realizeze golul dorit. Considerarea unei mase
ca negativa este doar o formalitate de calcul si nu o contrazicere a primei axiome a masei.

Deasemenea, concentrarea fiecarui subdomeniu in centrul sdu de masa, reprezinta doar o modelare
de calcul, deoarece in realitate masa este distribuita pe intreg domeniul sau subdomeniul ocupat de corp,
respectiv de subcorp.

5.4 Momente de inertie

5.4.1. Definitii
Se considera un sistem material format din:

- n puncte materiale M ; avand masele ms i=ln;

- p curbe materiale (C k ), k= 5;
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- u suprafete materiale (S / ), l =1,_u;

- v volume materiale (D j ), j=Lv.

Se raporteaza sistemul material precizat la un reper T, Ox1x2x3 , care are baza de versori

SN NN
I = il; i2; l3
- (-]
Se defineste vectorul de inertie al sistemului material asociat unei axe A, de versor u =< i {u}, care
trece prin originea reperului 7', prin:
- n—>(—> —>) p - (> > u > (> >
J =X rnx{uxr |+ X [ rxfuxr |pds+ ¥ |[[ rxjuxr |pdo+
;= (e (s
v e
+ 2 (I rxjuxr|pdr (5.10)
(b))
D]
in care:
%

- 1; este vectorul de pozitie, fatd de reperul 7', al punctului M i

_)
- r este vectorul de pozitie, fatd de reperul 7', al punctului curent al suprafetei materiale (C k ),

k= G, suprafetei materiale (S i ), /= 1,_u , sau volumul material (D i ), j=Lv.

Pentru diferite varietati geometrice materiale, relatia (5.10) se particularizeaza corespunzator. Pentru
usurinta scrierii In cazul unei varietati geometrice materiale, vectorul de inertie se va scrie:

- > (> >
Jy= | rxjuxr|pdv (5.11)
u VGM
incare |  reprezintd, dupd caz, sumi in cazul sistemului de puncte materiale, integrala curbilinie pentru
VGM

curba materiald, integrald de suprafatd pentru suprafata materiald sau integrald tripla pentru volumul
material.
In scriere matriceala relatia (5.11) devine:

- - !
J_y=q1 ([} pdv-{u} (5.12)
u VGM

Se introduce matricea de inertie a varietatii geometrice materiale, relativ la sistemul de referinta 7'
prin relatia:
brk (FTY pav (5.13)
VGM

Momentele de inertie relative la reperul T, se pot clasifica astfel :

2,2 2.2
a) Ji1= | (x2+x3)pdv;J22: | (xl +x3jpdv;
VGM VGM

Jon= | x2 4 x2 pdv (5.14)
33 1 2
VGM
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Acestea se numesc momente de inertie axiale.

b) J12 =— [x1x9 pdv; J13 =— jx1x3 pdv; J23 =— fx2x3 pdv (5.15)
VGM VGM VGM

Marimile —J_ ., —J J ,, se numesc momente de inertie centrifugale.

12° 713 % 7703
2.2 2.2 2 2

Se observa ca termenii x2 +)c3 , x1 +x3 ; xl +x2 , care apar la momentele de inertie axiale
reprezintd patratele distantelor de la punctul curent al varietatii geometrice materiale la axele Ox1 , Ox2
respectiv Ox3.

Se defineste momentul de inertie al unui sistem material n raport cu planul (a) (notat J o ) Cu axa
(A) (notat J 4 ) sau punctul O (notat J, () prin:

- L T 2 U2 v 2
JayA0 = Tmdi+ Y [d° pds+ Y [[dF pdo+ ¥ [[[d”pdr (5.16)

i=1 k=1(c;) I=1(s)) ]:I[Dj]

in care:
-d ; este distanta de la punctul M ; laplanul (a), axa (A) sau polul O;

- d este distanta de la punctul curent al curbei materiale, suprafetei materiale sau volumului materia
d este distanta de la punctul tal curb teriale, suprafet terial lumul terial
la planul (a), axa (A) sau polul O;

J o se numeste moment de inerfie planar, J o se numeste moment de inerfie axial iar J(y moment

de inertie polar. Conform relatiei (5.16) pentru o varietate geometrica materiala, fatd de planele de
coordonate ale reperului 7' se pot defini urméatoarele momente de inertie planare:

2 2 2
Jin= | x3¥pdviJ = [ x5pdv;J = [ x{ pdv (5.17)
102 3 > 7103 2 > 7203 1
VGM VGM VGM
Deasemenea se poate defini momentul de inertie polar al varietatii geometrice materiale 1n raport cu
originea reperului 7, prin:

J = | x2 +x2 452 pdv (5.18)
(0] 1 7273
VGM

Pentru sistemele materiale continue omogene, care au densitatea p constanta, se definesc momente
de inertie geometrice (planare, axiale, polare), prin:

g _1
Ya,8,0= 7 a,00 (5.19)

Pentru un sistem material se defineste raza de inertie (sau de giratie) In raport cu un plan (a), 0 axa

(A) sau un pol O prin relatia:

Ja,A,O

i e 5.20
a,A,0 - (5-20)

in care m m este masa totald a sistemului material.

Unitatea de masura pentru momentele de inertie este "kg-m2 "

5.4.2. Proprietati

Momentele de inertie au o serie de proprietiti dintre care cele mai importante sunt:

1) Momentele de inertie planare, axiale sau polare sunt marimi pozitive. Ele sunt nule atunci cand
sistemul material este continut in planul, pe axa sau in polul respectiv.

2) Momentele de inertie centrifugale pot fi pozitive, negative sau nule, in functie de repartitia
maselor sistemului material fatd de axele in raport cu care se face calculul.

3) JO =J102 +J103 +J203 (5.21)
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Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie planare fatd de trei plane,
perpendiculare doud cate doua, care se intersecteaza in polul respectiv.

1

Momentul de inertie in raport cu un pol este egal cu semisuma momentelor de inertie axiale, fata de
trei axe concurente in polul respectiv si care sunt perpendiculare intre ele.

D70 =N02*733=7103 22 =203 T /11 (5.23)

Momentul de inertie al unui sistem material fatd de un pol O este egal cu suma dintre momentele de
inertie fatd de un plan (a) ce trece prin polul respectiv si momentul de inertie fatd de o axa (A)

perpendiculara pe planul (a) in punctul O.

6) Jy, J J (5.24)

=%102 7103 V22 =102 7 72037 733 =103 T 203
Momentul de inertie In raport cu o axa este egald cu suma momentelor de inertie fatd de doud plane,
perpendiculare intre ele, care se intersecteaza dupa axa respectiva.

1
7) J102 :E(Jl 1722 _J33)

1
J103=5(J11+J33—J22) (5.25)

1
4503 =5(J22 +I33-11)
8) Jll +J22 ZJ33, J11 +J33 ZJ22, J22 +J33 ZJ“ (5.26)

9) Suma mmomentelor de inertie ale unor mase repartizate intr-un plan, in raport cu doud axe
rectangulare din acel plan, este egala cu momentul de inertie polar in raport cu punctul de intersectie al
acestor axe.

10) Daca cel putin una dintre axele fata de care se calculeaza momentul de inertie centrifugal este
axa de simetrie a varietatii geometrice materiale atunci momentul centrigugal respectiv este nul.

Demonstratia acestor proprietdti se face elementar prin folosirea formulelor care definesc aceste
momente de inertie.

Legea de variatie a momentelor de inertie In raport cu axele paralele este cunoscutd sub numele de
teorema lui Steiner. Aceastd teorema cu referire numai la una din axele reperului 7', are urmatorul enunt:
momentul de inertie al unui sistem material fatd de o axa oarecare (A) este egal cu momentul de inertie al

sistemului material fatd de o axa (A c) paraleld cu (A) si care trece prin centrul de masa al sistemului, la

care se adaugd produsul dintre masa totald a sistemului si patratul distantei d dintre cele doud axe:

5.5. Aplicatii

Aplicatia 5.1. Pentru placa plana omogena din fig. 5.1. se cer:
1) Pozitia centrului de masa.

2) Momentele de inertie fatd de axele Oxq si 0x2.
Rezolvare
1) Se imparte placa in figuri geometrice simple la care se pot calcula usor masa si pozitia centrului de masa,
astfel:
- figura (1) — dreptunghiul ONBM
- figura (2) — dreptunghiul MDEF
- figura (3) — triunghiul NAB
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2)

Pentru figura (1), masa este: my :54a2p
Centrul de masa se gaseste la intersectia diagonalelor. Pentru aflarea coordonatelor sale se face media
aritmetica a coordonatelor pentru doua varfuri opuse, de exemplu O (0;0;0) si B (9a;64;0).

9a

e =, Yy, T

Pentru figura (2), masa este my = 3642 p . Centrul de masa se determina ca la figura (1), M (0;6a;0);
E (6a;12a;0) :

X =3a; x 9a.

1C, 2C,

Pentru figura (3), masa este my =18a2 p . Centrul de masda se gaseste la intersectia medianelor.

Coordonatele sale se determind ca medie aritmetica a coordonatelor varfurilor: N (94;0;0),

A(15a;0,0), B (9a:6a;0)

x1C3 =1la; x2c3 =2a.
Coordonatele centrului de masa al placii se determina cu relatiile:
3
> mpxye.
) i i1C; _ﬂa
Ic- 3 12
Zml‘
i=1
3
S mpxye
) S i72C; _ﬁa
27 3 12
Zml-
i=1

Pentru calculul momentelor de inertie sunt necesare urmatoarele precizari, care se demonstreaza
elementar folosind definitiile momentelor de inertie:

- pentru o placa dreptunghiulard avand baza b si indltimea 4, momentul de inertie in raport cu baza se
calculeaza cu relatia:

3

iar momentul de inertie fatd de o axa care trece prin centrul de masa al placii si este paraleld cu baza

JA:p

se calculeaza cu relatia:

67



Jooop
Ac 12
- pentru o placa triunghiular care are baza b si indltimea / , momentul de inertie in raport cu o axa ce
se suprapune cu baza este:
s
A 12

iar in raport cu o axa, paralela cu baza, care trece prin centrul de masa este:

Momentul de inertie al placii In raport cu axa Oxl este:

DAL AC I (C)

11 11 11
- pentru figura (1):
W__9a(6a)’ . 4
J11 zp-?:648a o

- pentru figura (2) se foloseste teorema lui Steiner:

) 3
g, 6a6al 102 (002 30040 -

11 12
- pentru figura (3):
SO, 6wl o0 4
1 =7 P
Se obtine:
_ 4
J11 =3780a " p.
Momentul de inertie in raport cu axa Ox2 este:
/5,2, ;0
Tp=Int/n *n
- pentru figura (1):
SO, 6000 e,
22 - p 3 - /0 ’
- pentru figura (2):
) 3
I = p 6 g4y,
- pentru figura (3) se aplica teorema lui Steiner:
3
3)_, 6a(6a) o2 a2 4
Jyy =P v +18a“ - p-(11a)* =2214a" p.
Se obtine:
_ 4
J22 =4104a "p.

Aplicatia 5.2. Pentru corpul prismatic omogen din fig. 5.2. se cer:
1) Sa se determine pozitia centrului de masa.
2) Matricea de inertie fata de reperul 7 .
3) Momentul de inertie fatd de axa OF .

Rezolvare:

1) Masa corpului prismatic se calculeaza cu relatia:
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m= [ pdr.
(D)

Elementul de volum este dr = dx1x2x3 Pentru efectuarea integralei precedente trebuie stabilite

limitele de integrare pentru variabile. Ecuatia planului ABGE este:

b
x3 —b—gxl.

Prin urmare limitele de integrare sunt:

xe ma]xzemchle@b bl}

?XB

F(0;ci0) .Xz

/4{0,-0,-0) £
X1

Fig. 5.2.
Deci:
b—éxl b
c a a ca b_*xl a b
m=pjdx2f I dX3 .X'lszZ OI )C3 a x1=pc-j(b—x1)dx1=
0 o o0 o o on ¢
b x*\la abc
— bx — =L — 7"
p{ N 2)0 >

In mod asemanator se calculeaza integralele:

2
Il x pdr=p®2E 14
(D) 6 3
2
bc _mc
[l xppdr=pP—="C
D) 2 4 2
2
Il xypdr=pt-cmb
(D) 6 3

Coordonatele centrului de masa se obtin imediat:
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N
1cT3 20 T, e Ty
2) Componentele matricei de inertie se calculeaza astfel :

2
W 2 pdz=p o Il x5 pdr=p
(D) 12 6 (D) 6

a 3bc _ma abc _mc

2 3 ab%_ﬁ
(Ig)’%pdr_p 12 6

(D) 12 6
2.2
a2p? c_ mab ab“c mbc
[IJ xyx3pdz=p Y s I xpx3pdr=p = 6
(D) (D)
Deci matricea de inertie va avea forma:
m(b2+202) —m% —ma—b
6 6 12
[JT]= —m% m(a2+2b2) —mb—c
6 6 6
—m@ —mb—c m(a2+202j
12 6 6 ]

a c
3) Cosinusii directori ai dreptei OF sunt: U= Uy === U
b 2 b
v a2 +02 Va 2 +02

Momentul de inertie al corpului prismatic fata de axa OF se calculeaza cu relatia (7.87):

m a2b +a202 +b202)

6(a2+czj

Aplicatia 5.3. Pentru o suprafatd conica circulard omogena, de indltime / si raza bazei R se cer pozitia
centrului de masa si momentul de inertie fatd de axa de simetrie.
Rezolvare:

2 2

Daca se alege sistemul de referintd cu originea in varful conului si axa Ox3 pe axa de simetrie a

suprafetei conice atunci ecuatia curbei care prin rotire genereaza suprafata conului este:
R R
XA =—Xn, deci f(x ):—x .
2 H 3 3 H 3
Pozitia centrului de masa se determina astfel:

H 2
I X3 £)C:)) . 1+R7dX3
o T HTN g2 7 o

—H.

3™ =
H p R? 3
_[ —X3 +72d)€3
o1 H

Momentul de inertie fatd de axa de rotatie se calculeaza astfel :

H 3 2
R R
Jp=27p | [Hx_,,j 1+—dx _ﬂpR3\/R2+H2 mr_
0

X
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