3. GEOMETRIA MISCARII PUNCTULUI

Cinematica studiazd miscérile mecanice ale corpurilor fard a tine seamd de aspectul material al
acestora si de actiunile exterioare la care sunt supuse. Notiunile fundamentale cu care opereaza cinematica
sunt spatiul si timpul.

Spatiul, asa cum este considerat In mecanica clasica este absolut, tridimensional si independent de
materie, izotrop si omogen, fiind Inzestrat cu metrica euclidiana. Unitatea de masurd a spatiului este metrul
[m].

Timpul, considerat in mecanica clasica, este absolut, unidimensional, pozitiv, independent de materie
si ireversibil. In mecanica clasica se considera ca transmiterea actiunilor se face instantaneu, ceea ce confera
timpului un caracter absolut. Unitatea de masura a timpului este secunda [s].

Notiunea de migcare are un caracter complex care se refera atat la corpul care efectueaza miscarea
cat si la sistemul de referinta in raport cu care se studiaza miscarea. Daca reperul este presupus fix, miscarea
se numeste absoluta iar daca reperul este mobil, miscarea se numeste relativa. In continuare se vor prezenta
elementele de baza ale cinematicii miscarile absolute ale punctului si solidului rigid.

3.1. Traiectoria

Se considerd un reper OxXx,x3 la care este raportat un punct M . Pozitia acestuia este data prin
> o (!
vectorul de pozitie OM = r =1 i {r} Prin definitie, punctul M este mobil fatd de sistemul de referinta

considerat daca vectorul sau de pozitie nu este constant. Migcarea punctului M este cunoscuta daca se poate
preciza pozitia sa in orice moment. Acest lucru este posibil daca este cunoscuta variatia in timp a functiei:

- - —\!
r= r(t):{ i} {r()}. (3.1)

Aceastd functie vectoriala trebuie sd fie continuda (discontinuitatile traiectoriei nu au sens fizic),
uniforma (deoarece punctul M nu poate ocupa douad pozitii simultan), de cel putin doud ori derivabild si

finita in modul.
%
Din punct de vedere scalar, vectorul de pozitie 7 (¢) poate fi descis cu ajutorul a trei functii. Daca se

-
folosesc coordonatele carteziene, definirea vectorului 7 (¢) presupune cunoasterea abscisei, ordonatei si cotei

punctului studiat: X =x (1); Xy =X, (1); Xy =x3 ().

%

In general, daca se foloseste un sistem de coordonate curbilinii, definirea vectorului 7 (z)
echivaleaza cu cunoasterea urmatoarelor functii scalare: 9, =4, ) 4y =4, ) 43 =45 (1).

Uneori, numarul acestor functii ce definesc pozitia punctului, poate fi redus la doud sau chiar una
singura.

Locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de punctul M , in miscarea sa fatd de reperul
considerat, se numeste traiectorie.

Traiectoria are urmadtoarele proprietati: este o curba continud, rectificabild §i are In orice punct

tangenta unicd. Se va arata ulterior cd daca traiectoria admite Intr-o pozitie doud tangente distincte, atunci
viteza punctului in acea pozitie, este nula.

3.2. Parametrii cinematici ai miscarii punctului

- -
Fie 7 () vectorul de pozitie al punctului M la momentul ¢si 7 (¢ + At), vectorul de pozitie al

punctului M la momentul ¢+ Af. Viteza medie a punctului M pe intervalul de timp [t;t + At] este prin
definitie:
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;)med _ r(t+AAtt)— r(¢)

Acst parametru cinematic depinde atit de marimea intervalului temporal de studiu al miscarii, cait si
de pozitiile initiald si finald ale punctului. Din acest motiv, viteza medie dd o imagine vaga asupra miscarii
punctului fara a oferi detalii asupra evolutiei acestuia in intervalul de observatie al miscarii. Prin micsorarea
intervalului de timp Af aceste detalii sunt puse in evidenta de catre viteza instantanee.

Determinarea acestui parametru cinematic se face prin trecerea la limitad (cAnd Az — 0) in relatia
anterioard. Prin urmare viteza punctului M la momentul ¢ este prin definitie:

(3.2)

S oar S
v = dd: = r(t) (3.3)

Observatie: Se noteaza cu punct deasupra derivata in raport cu timpul a marimii fizice considerate.

Unitatea de misuri a vitezei este [ms™].

Inlocuind in (3.3) forma matriceald a vectorului de pozitie se obtin componentele vitezei fati de
sistemul de referinta:

[
_>—>t_>d—> —|" (e
r

Vv =<1 {v}: =—|q1 {r}:i r

dt

Deci matricea coloana atasata vectorului viteza este:

h=1rt. (3.4)

— —
Fie v () viteza punctului M la momentul ¢ si v (f+Af) viteza punctului M la momentul

t + At . Acceleratia medie a punctului M pe intervalul de timp [t;t + At] este prin definitie:

IR - -
2 med = v(l+AAtt)— v(t)‘ (35)

Pentru determinarea acceleratiei instantanee se trece la limitd (cAnd A¢f — 0) in relatia anterioara.
Prin urmare acceleratia instantanee a punctului M la momentul ¢ este prin definitie:

O
‘- dd: ~ V()= 7). (3.6)

. o o .. 2
Unitatea de masura a acceleratiei este [ms™].

Inlocuind in (3.6) forma matriceald a vitezei se obtin componentele acceleratiei fatd de un sistem de
referinta:

- —)l d—>t —)l.

a=+1 {a}=E {v} =91 %

Deci matricea coloana atasata vectorului acceleratie este:

{a}: Ve=9T . 3.7)

Se pot defini si derivate de ordin superior ale vectorului de pozitie n raport cu timpul.

Astfel, prin derivarea expresiei acceleratiei se obtine un vector numit accelerati de ordinul al doilea.
Aceste supraaccelratii intervin in fenomene care se desfasoara cu o variatie foarte rapidd a intensitatii fortei
(ciocniri, cutremure).

Daca intr-un punct arbitrar P din spatiu, se aplica un vector echivalent cu vectorul viteza, atunci cand
punctul M se deplaseaza pe traiectorie, varful N al vectorului aplicat in P descrie o curba I numita
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hodograful vitezei. Cu ajutorul holografului se poate da o interpretare fizica a acceleratiei punctului studiat:
acceleratia punctului M pe curba traiectorie este egala cu viteza extremitatii N pe curba hodograf.

3.3. Parametrii cinematici ai miscarii punctului in coordonate intrinseci

Fie (C ) traiectoria punctului M , presupusd cunoscutd (eventual traiectorie impusd). Fie M 0
pozitia punctului M la momentul initial t( (figura 3.1).

Se noteaza cu s lungimea arcului de curba MM pe curba (C ) Miscarea punctului M este

cunoscutd daca este precizatd urmatoarea dependentd, numita si ecuatia orara a miscarii:

s=s(t). (3.8)
In acest fel vectorul de pozitie poate fi reprezentat sub forma:

- >

r=r(s). (3.9)
Conform definitiei anterioare, viteza punctului M este:

° -
> 2 dr ®
Vv =r= .S
ds
X3 A

5
r
X, Fig.3.1. %
%
dr =
Dar vectorul: =7 (3.10)
ds
este versorul tangentei la traiectorie. Prin urmare:
> *
vV =5T. (3.11)
Se observa ca vectorul viteza este Intotdeauna tangent la traiectorie.
- -
Daca intr-un punct traiectoria admite doud tangente distincte, de versori 7 si 71, atunci conform
o e °
relatiei (3.11) rezultd: s 7 = 7 ,deci s =0, deci viteza punctului este nula.

Pentru determinarea acceleratiei se deriveaza in raport cu timpul expresia vitezei, data de (3.11):

) ° -
- — oo —> o_ oo o dl' [ ]
a=v=S8S71T+sST=8 T+8—" 5. (3.12)
ds
-2
Pornind de la faptul ca 7 =1, prin derivare in raport cu s se obtine:
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T

- 4 - —
27 . =0, deci vectorul 7 este perpendicular pe 7 . Se noteazd cu v versorul directiei
s s
%
definita de vectorul si cu:
ds
%
drt
k=|—— (3.13)
ds

—
Dreapta de versor Vv se numeste normala principald, iar k se numeste curbura traiectoriei.

Inversul lui k& se noteazd cu R ¢ §1se numeste razd de curburd a traiectoriei. Evident, cu (3.10) si (3.13):

1
k=—= (3.14)
Re
Inlocuind in (3.12) se obtine expresia acceleratiei:
o2
- e o >
a=s8 7T+— V. (3.15)
R
c
X - > -
In punctul M se mai introduce si versorul f = 7 x v, directia determinata de acesta numindu-se
- > -
binormala. Versorii 7,V i [, 1n aceastd ordine, definesc un triedru normal drept, numit triedru Frenet.

- > > > > >
Planele definite de directiile precizate sunt: | 7; v | - plan osculator; | 7; f | - plan rectificant; | v; 3

- plan normal.

Daca viteza este intotdeauna tangentd la traiectorie, acceleratia se gaseste intotdeauna in planul

-S| e

osculator al traiectoriei. Daca se noteaza cu v modulul vitezei (v =|lv|= Sj , expresiile vitezei respectiv ale
acceleratiei vor fi:

- -

V=vT: (3.16)

- e 2

a=vi+—vVv. (3.17)

R

%:{?}I{VF}; 619

%
incare: { 7

t
[ ]
{v Fi= {S;O;O = {V;O;O}t este matricea coloand asociata vitezei,

(3.19)

- > >
=43 7;Vv; [ ¢ este matricea versorilor,
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' ; 2 ° V2 ¢
{a F }z S ;R—;O = V;R—;O este matricea coloana asociata acceleratiei.
c c
- RN
Termenul a; = s =V se numeste acceleratie tangentiald, iar termenul @ = — = — se numeste
U RC RC
acceleratie normala.
Observatii
1. Acceleratia normald fiind permanent pozitivi este indreptatd spre centrul de curbura al
traiectoriei.

2. Acceleratia normala este nula caind curbura este nuld (cu exceptia repausului), adica in punctele
de inflexiune ale traiectoriei sau caind traiectoria este dreapta.

3. Dacd acceleratia tangentiald este nula viteza este constanta si migcarea se numeste uniforma.

4. Singura miscare in care acceleratia este nuld este migcarea rectilinie i uniforma.

Dacé se cunosc parametrii cinematici ai migcarii punctului intr-un sistem de coordonate se tine cont

ca:
- > 3>
vxa=—/F, (3.20)
Re
de unde se poate obtine expresia razei de curbura:
R, = P 3.21
(G (3:21)
VX a
Observatie: Pentru efectuarea derivatelor in triedrul Frenet se pot folosi formulele Frenet-Serret:
— — —
dr = 2> dv — — 4 - >
—:Axr;—:Axv;—’B:Axﬂ, (3.22)
ds ds ds
in care:
> 1> 1>
A=—1+—f, 3.23
7 TR B (3.23)
T fiind raza de torsiune a traiectoriei ce se poate calcula cu relatia:
- - —
dr d 2, d 3,
ds ds? ’ ds3
1
—= . 3.24
T )7 6.24)
d°r
ds2

3.4. Parametrii cinematici in coordonate curbilinii

Se considera un sistem de coordonate curbilinii q},q5,q3 (prezentarea acestora a fost facutd la

paragraful (1.8)). Vectorul de pozitie va avea o expresie de tipul:
- >

r=r (‘11 (1);95();95 (t))- (3.25)
Este de remarcat cé in aceste relatii nu apare timpul explicit ci numai prin intermediul coordonatelor
curbilinii.
Viteza punctului M , conform (3.3) este:
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3 or ° 3 > e - ! °
i=1%; i=1
- !
in care e = el;ez;e3 este matricea vectorilor tangenti la curbele de coordonate, iar

fl-frd

— — - > !
Relatia intre baza de vectori < e » si baza de versori < u = ul,uz,u3 , atasata curbelor de

coordonate, se scrie sub urmatoarea forma matriceala

— -
{e}[G]{u}, (3.27)
in care:
\/a 0 0
[G]=] o \/5 0 | (3.28)
0 0 \/g

Inlocuind (3.27) in (3.26) se obtine:

[ -

(3.29)
Matricea coloana atasatd vectorului viteza, in sistemul de coordonate curbilinii este
[ ]
vi=[Ghq;. (3.30)
Pentru determinarea proiectiilor ortogonale ale vectorului viteza pe axele de coordonate curbilinii se
— - > >

inmulteste v , pe rand, cu versorii Up,tn sy . Cele trei proiectii se pot pune intr-o matrice coloana care se
calculeaza cu:

- 5= e

Rezulta:

= [G]_l[g]{;}- (3.31)

Pentru a determina acceleratia in coordonate curbilinii, se aplicad definitia (3.6) in relatia (3.26) a

e
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Se foloseste (1.109) si acceleratia capata forma:

Z):{?}t J; 9 [r(f)} { }+F}t{q} (3.32)

iar cu (3.27,) se obtin

2 )

Matricea coloana atasata vectorului acceleratie, in sistemul de coordonate curbilinii este:

3 ° ( ) ° (X ]

al=[G]| = q.[F / } qr+iq . (3.34)

=1 J
J =

Pentru determinarea proiectiilor ortogonale ale vectorului acceleratie pe axele de coordonate

- - > >
curbilinii se Tnmulteste a , pe rand, cu versorii Up, iy g . Cele trei proiectii se pot pune intr-o matrice

e

coloana care se calculeaza cu:

=} - | 2 a7

Rezulta:

fa}=[c]™! glq][ J {;}ﬁg}{.q.} . (335)

J
Observatie: In cazul reperelor triortogonale sunt adevarate egalittile: {V *} = {v} si {a *} = {a}.
Detrminarea proiectiilor acceleratiei punctului pe axele sistemului de coordonate curbilinii se poate
face utilizand un artificiu datorat matematicianului J.L. Lagrange.

_)
Proiectia acceleratiei punctului pe axa de versor u este:
- -
a,=au; = 1 ae, = 1 dd: éar (i:1,2,3) (3.36)
V8i 8ji 7i
N - S5 -
par 4|07 |_dvor pdior (i=12.3) (3.37)
dt 8ql. dt 0q, dt 6(]
- - N
si djor |_ 0 dr|_0v (i=123). (3.38)
dt 8ql. oq,| dt 0q,
Din relatia (3.26) rezulta:
v _0r (i=123) (3.39)
dq, aq,

Prin inlocuirea relatiilor (3.37), (3.38), (3.39) in (3.36), se obtine:

- - - -
dv or 1 |d|or | Z0v

/ g dt aq /gii dt 8ql. 8ql.
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NS NN
_ L jdyor | Jov (i=1273) (3.40)
V& | 4 ° 9

2 (3.41)

Se introduce functia T :5\/ ,

Cu care relatia (3.40) se transforma in:

g -1 |40 | or (i=123) (3.42)
! g.. |dt| °® oq.
14 aql, 1
3.5Aplicatii

Aplicatia 3.1. Se consideraun punct M pentru care coordonatele, fatdde un sistem de referinta cartezian, au
urmatoarea variatie in timp:

x] =3bsint

x9 =4bsint

x3 =5bcost, in care b este o constantapozitiva. Se cer:

1) Viteza si acceleratia punctului M in coordonate carteziene.

2) Raza de curbura a traiectoriei.
3) Componentele vitezei si acceleratiei in coordonate intrinseci.

4) Viteza si acceleratia areolard a punctului M .

Rezolvare:
1) Vectorul de pozitie al punctului M fatade sistemul de referinta cartezian este:
NN 3bsint
r =4 i t{r} in care {r}={4bsint
Sbcost
Viteza punctului M se calculeaza cu relatia:
[ ]
S ()t (e _>t3bcost
v=r=q1 re=< 1 4bcost
—5bsint

_)
Marimea vitezei este: v = |V| =4 {v}t {V} =5b.
Acceleratia punctului M se calculeaza cu relatia:
o (=) (e —3bsint
a=v=1<1 v=¢—4bsint

—5bcost

%
Marimea acceleratiei este: |a| = {a}t {a} =5b.
v
2) Pentru calculul razei de curburd se foloseste relatia: R =
- -
VX a
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) . 2
N N t N t 0 S5bsint 4bcost |[—3bsint N t —20]3
vxa=4ir’ [v]fa}=1{1 —5bsint 0 —3bcost |[{—4bsint,==1 1 15b
—4bcost 3bcost 0 —5bcost 0
- o 2 2
vxa :J(—zosz +(15b2) —25b2 .
3
Deci: RC=@=5b.
25b2

3) In coordonate intrinseci viteza are expresia:
- |-
V=37 {VF} , In care:

VE}= {V;O;O}t = {Sb;O;O}t .
Acceleratia are expresia:

t 7 t
- |= °
a ={T} {ap} in care {aF}={V;—;0} .
R

[
Deoarece v =>5b rezultd v =0 . Deci matricea coloand atasatd acceleratiei In coordonate intrinseci este:

{aF } = {O;Sb;O}t .
4) Viteza areolara se calculeaza cu relatia:

N 1_)t 1_>t 0 —5bcost  4bsint
Q:E I‘><V=E i [r]{v}:z i Sbcost 0 —3bsint |-

—4bsint  3bsint 0

4bcost =1 1 15b2

2
3bcost {_)}[ —20b
—5bsint 0

Marimea acceleratiei areolare este:

o= ialtia) = w2

Acceleratia areolara se calculeaza cu relatia:

> (- > 1_)t 1_)t 0 —5bcost  4bsint
F'=—|rxa |=—11 [r]{a}zz i Sbcost 0 —3bsint |-

2 2 ) .
—4bsint  3bsint 0

—3bsint )t
d—4bsinty=1i ¢+ -{0;0,0}' =0.
—5Sbcost

Aplicatia 3.2.Se da miscarea unui punct in coordonate cilindrice: r=2t; 0=t; z= £2

Se cer:

1) Viteza si acceleratia punctului in coordonate cilindrice.

2) Viteza si acceleratia punctului in coordonate intrinseci.
Rezolvare:

1) Matricea coloana atasata vitezei In coordonate cilindrice este:

in care t este timpul.
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{vi={r0}=12t;.
2t

_)
Mairimea vitezei este: v = |V| = \/{V}t : {V} = 2\/1 +2t2

Matricea coloana atagata acceleratiei in coordonate cilindrice este:

[ X ) .2
r—r0 _ ot
L J (X ]
faj=12r0+r 0 }=
o0 2
z

it 2
Mairimea acceleratiei este: |a| = \/ {a}t fa} = 2\/ t=+5.
2) Matricea coloand atasata vitezei in coordonate intrinseci este:

Vi) = {00}t = {2\/@ ;o;o}t.

Matricea coloand atasata acceleratiei in coordonate intrinseci este:

t
o 2
{aF}={V;V—;O} .
R¢
[ ° 4t
Deoarece v=2 1+2t2 rezultd: v=

V1+2t2
Deoarece:

ENEE SR 0 -2t 2t -2t
vxa=qu [v]{a}z u 2t 0 —-2(-9 4 ;=

-2t 2 0 2

{_’}t ey o (o a2 72
=Ju —4t° —4%,rezulta: |vx a|=4V2t° +7t° +5.
42 48
3 2(1+2t2j\/1+2t2
Raza de curbura se calculeaza cu relatia: R = = .
ool A2t e7i s

Prin urmare se obtine:

t
4 2

{aF}Z 4t ,2 2t + 7t +5,0 ‘
VeV 142e?

Se verifica imediat ca:

Q=J{3F}t{aF}=2Jt2+5

deci marimea acceleratiei este identicé cu aceea determinata in cazul folosirii coordonatelor cilindrice.
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